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Einleitung

Die Biophysik und speziell die Membranphysik sind ein relativ junges Teilgebiet der
Physik. In der Biophysik werden die physikalischen Eigenschaften biologischer Syste-
me oder von Modellsystemen untersucht. Ein Untersuchungsgegenstand der Biophysik
sind die Zellmembranen. Dabei interessiert man sich nicht nur fiir die ganze Membran,
sondern auch fiir ihre Bestandteile, wie z.B. Lipiddoppelschichten. Es wird angenom-
men, daf} sich eine Reihe von biologischen Phianomenen auf die physikalischen Eigen-
schaften der Zellmembran und speziell der Doppelschicht zuriickfithren lassen (so zum
Beispiel die Knospenbildung [1] oder die Form der roten Blutkorperchen [2]). Die Li-
piddoppelschichten werden deshalb auch biologische Modellmembranen genannt. Sie
bilden in Wasser! eine Reihe verschiedener Phasen aus, die sich zum Teil in ihrem Ag-
gregatzustand, aber auch in ihrer dufleren Form unterscheiden. Unter anderem bilden
sie geschlossene, kugelige oder schlauchférmige Formen. Diese werden dann Vesikel
genannt. Thr Durchmesser betragt je nach Préparartion 50 nm bis 50 um.

Ein wichtiges Konzept in der Theorie der Lipiddoppelschichten ist die Elastizitatstheo-
rie und speziell die Biegeelastizitat. Mit ihrer Hilfe 148t sich sowohl die makroskopische
Form einer Vesikel als auch die mikroskopische Struktur ihrer Oberfliche bestimmen.
Dies kann unter anderem durch die Minimierung der Biegeenergie oder durch die
Losung eines Differentialgleichungssystems (der sog. Formgleichungen) geschehen.

Verschiedene Experimente und theoretische Untersuchungen der letzten Zeit legen die
Vermutung nahe, daf} sich auf den bisher als glatt angenommenen Oberflichen eine
Uberstruktur befindet. Diese Arbeit beschaftigt sich damit, ein theoretisches Modell
fiir solche Uberstrukturen zu priifen und ihre Eigenschaften zu untersuchen.

Stabile Uberstrukturen miissen energetisch giinstiger als ebene Membranen sein. Des-
halb sollte ihre Form sich durch die Minimierung der Energie finden lassen. Das Ener-
giefunktional wurde dabei durch Erweiterung der klassischen Elastizitatstheorie mit
Termen héherer Ordnung gewonnen. Diese Untersuchungen wurden numerisch (Monte-
Carlo-Simulation) durchgefithrt. Hierzu wurde mit einem geeigneten Algorithmus ein
Computerprogramm entwickelt. Dieses wurde anhand der ersten Ergebnisse weiter
modifiziert. Durch Variation der Parameter des physikalischen Systems wurde eine
sattelférmige Uberstruktur gefunden und an die Randbedingungen angepaft.

'Das Wasser enthilt mitunter Zusitze wie Puffer, Salze etc., aber auch Alkohol 0.4..
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Der Aufbau dieser Arbeit

Im ersten Teil der Arbeit werden die experimentellen und theoretischen Ergebnisse,
die die Idee einer Uberstruktur auf fluiden Membranen motivieren, kurz dargestellt.

Der mittlere Teil beschéftigt sich mit der Methode, die in dieser Arbeit angewende-
te wurde. Nach einer kurzen Einfithrung in die fiir das Problem fluider Membranen
relevanten Kapitel der allgemeinen Elastizitatstheorie werden die so gewonnenen Er-
kenntnisse auf fluide Membranen angewandt und in Hinblick auf eine Uberstruktur
weiterentwickelt. Die dazu bendtigten differentialgeometrischen Grundlagen werden im
Anhang erldutert. Im dann folgenden numerischen Teil wird der hier benutzte Algo-
rithmus vorgestellt und im Vergleich zu anderen Algorithmen diskutiert. Abschlieend
wird dieser Algorithmus auf das Problem der Membranformen angewendet. Dabei wer-
den wichtige technische Details der Realisierung auf dem Computer erlautert.

Im letzten Abschnitt der Arbeit werden die mit dem zuvor entwickelten Programm
gewonnenen Ergebnisse vorgestellt. Die ersten Resultate machten eine Erweiterung
des anfangs verwendeten Biegeenergiefunktionals nétig. Mit diesem neuen Funktional
konnte dann eine sattelfésrmige Uberstruktur gefunden werden. AbschlieBend wurden
noch einige erste Untersuchungen an dieser Struktur vorgenommen.



Kapitel 1

Uberstrukturen auf fluiden
Membranen

Diese Diplomarbeit beschaftigt sich mit der Form der Oberfliche aus fluiden Mem-
branen gebildeter Objekten. Verschiedene Experimente legen die Existenz einer Uber-
struktur im sublichtmikroskopischen Bereich nahe. Im folgenden werden diese darge-
stellt. Zuvor wird jedoch ein Abril iiber die bekannten Eigenschaften fluider Membra-
nen gegeben.

1.1 Fluide Membranen

1.1.1 Losungsverhalten in Wasser und Membranbildung

Das Losungsverhalten verschiedener Stoffe in Wasser soll anhand eines einfachen Mo-
dells kurz erldutert werden. Aufgrund der Wasserstoffbriickenbindung bildet das fliissi-
ge Wasser ein tetragonales Netz aus [3][4]. Kleine Molekiile konnen in die Liicken dieses
Netzes eingelagert werden. Grofle Molekiile dagegen stéren das ” Wasser-Netz”. Sie er-
zwingen eine Anordnung der Wassermolekiile um sie herum. Dadurch erhéht sich lokal
die Ordnung des Systems und die Entropie sinkt.

Polare oder ionische Stoffe kénnen diese entropischen Energiekosten ausgleichen, indem
sie an den Wasserstoffbriickenbindungen teilhaben. Damit werden sie Teil des Netzes.
Dadurch sind dann auch die entropischen Energiekosten geringer. Solche Stoffe werden
hydrophil* genannt.

17u den hydrophilen Stoffen gehéren natiirlich auch noch Stoffe mit kleinen Molekiilen. Daneben
gibt es andere Mechanismen als die hier dargestellten, die eine gute Loslichkeit bewirken kénnen
(z.B. die chemische Reaktion mit Wasser). Auch so geldste Stoffe werden hydrophil genannt. Diese
Mechanismen sind hier aber nicht von Interesse.
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Apolare Stoffe haben diese Moglichkeit nicht. Aufgrund der Entropie ist fiir sie, falls
keine anderen Mechanismen eine Losung bewirken, die Losung in Wasser energetisch
unginstig. Bei grolen Molekiilen bleiben zusatzlich noch Wasserstoffbriickenbindungen
unabgesattigt. Die Energiebilanz ist dadurch noch ungiinstiger. Solche apolaren Stoffe
werden den Kontakt mit Wasser meiden. Diesen Effekt nennt man Hydrophobeffekt.
Stoffe, die ithn zeigen, heiflen hydrophob.

Neben den hydrophilen und den hydrophoben Stoffen existiert noch eine dritte Stoff-
klasse, die amphiphilen Stoffe. Die Molekiile dieser Stoffe bestehen aus einem hydro-
philen und einem hydrophoben Teil. Die gute Loslichkeit des hydrophilen und die
schlechte Loslichkeit des hydrophoben Teils fithren dazu, daf sich diese Stoffe in Was-
ser so anordnen, dafl nur der hydrophile Teil mit Wasser in Kontakt kommt. Zum
Beispiel ordnen sie sich auf der Wasseroberfliche so an, dal der hydrophobe Teil vom
Wasser abgewandt ist. Ist die Konzentration dieser Stoffe ausreichend hoch, so bilden
sich komplexere Strukturen aus, wie beispielsweise Mizellen oder Membranen (siehe

Abbildung 1.1)

Die wichtigsten Vertreter dieser Stoffklasse sind Tenside, Lipide und einige Fliissigkri-
stalle. In der Biophysik sind vor allem die Glyko- (z.B. Diacyl-Digalactosyl-Glycerol
(DGDG)) und Phospholipide (z.B. Phosphatidyl-Choline (PC) und Phospahtidyl-
Ethanolamine (PE)) von Interesse. Dabei werden sowohl reine Lipide als auch natiirli-
che Mischungen (z.B. Ei-Lecithin (EYPC) oder DGDG) verwendet. Die hier betrach-
teten Lipide haben eine relativ kleine, polare Kopfgruppe, an der in der Regel zwei
Kohlenwasserstoffketten hidngen. Diese Kohlenwasserstoffketten sind realtiv lang (10
bis 20 Kohlenstoffatome, sieche Abbildung 1.2). Aufgrund dieser Struktur kommt es
zur Bildung von Mizellen oder Lipiddoppelschichten (siehe Abbildung 1.1).

a) b) c)

Abbildung 1.1: Einige Lipidstrukturen in Wasser: a) Doppelschicht b) Mizellen
c) invertierte hexagonal angeordnete Zylinder (Abbildung [5] entnommen)

Um den energetisch ungiinstigen Kontakt der hydrophoben Kohlenwasserstoffketten
mit den Wasser zu vermeiden, werden die Doppelschichten einen Abschlufl an anderem,
amphiphilen oder hydrophoben Material suchen. Das geschieht bei Lipiden meistens
durch Bildung von Vesikeln, also von geschlossenen, in der Regel spharischen Formen.
Diese Vesikel werden als Modell fiir biologische Membranen verwendet.
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1.1.2 Allgemeine Eigenschaften fluider Membranen

Kalorimetrische Messungen an Lipidmembranen zeigen verschiedene Phasen. Diese
kénnen sich in ihrer geometrischen Struktur oder in ihrem Aggregatzustand unter-
scheiden. In einigen dieser Phasen zeigen die Lipidmolekiile fiir Flissigkeiten typische
Beweglichkeiten. Wir interessieren uns hier fiir die Membranenphase. Solche Mem-
branen sind also zweidimensionale Fliissigkeiten und werden daher auch als fluide
Membranen bezeichnet. Betrachten wir nun den inneren Aufbau einer Membran®.

Abbildung 1.2: Schnitt durch eine Lipiddoppelchicht. Durch Pfeile beschreiben die

wnneren Spannungen der Membran.

¢¢HHHHHHHH¢
WTMMMMMMMMW

Wie in Abbildung 1.2 zu sehen ist, sind die inneren Spannungen ldngs des Membran-
querschnittes nicht konstant, sondern bilden ein nichttriviales Spannungsprofil. Dieses
besteht im wesentlichen aus zwei Beitrdgen: Zum einen der entropischen Abstoung der
Kohlenwasserstoffketten und zum anderen der durch den Hydrophobeffekt verursach-
ten Oberflichenspannung. Zu diesen inneren Spannungen® kommt noch die sogenannte
laterale Spannung* hinzu. Sie tritt beispielsweise auf, wenn in dem eingeschlossenen
Volumen Uberdruck herrscht. Die Membran wird dadurch gedehnt.

Die Form grofiler Vesikeln 148t sich gut mit Lichtmikroskopen untersuchen. Die damit
gewonnenen Aussagen sind jedoch durch die Auflésung von maximal 500 nm begrenzt.
In letzter Zeit kamen Formuntersuchungen mit Réntgen- und Elektronenmikroskopen
hinzu. Dadurch wird die Auflésung auf einige Nanometer verbessert. Allerdings sind
diese Methoden nicht vollkommen frei von Artefakten.

’Im weitern ist mit Membran immer eine Doppelschicht aus Lipiden oder &hnlichen Stoffen
gemeint.

3Die inneren Spannungen werden in N m~2 gemessen.

4Diese wird in N m~! gemessen.
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1.2 Hinweise auf eine Uberstruktur auf fluiden
Membranen

In den letzten Jahren gab es mehrere Hinweise auf eine Uberstruktur und lokalisierte
Defekte auf Lipidmembranen. Die Struktur dieser Defekte war jedoch mit dem Licht-
mikroskop nicht aufzulésen.

1.2.1 Membranen mit Sattelkrimmung

Eine genauere Untersuchung des Moduls der Gauflschen Kriimmung bei Sattel-
kriimmung?® zeigt, da der Modul der quadratischen Gaufischen Kriimmung negativ ist
[6](siehe dazu auch 2.3 ff.). Damit kann bei Entwicklung der Biegeenergie zu hoheren
Ordnungen in der Kriimmung bei sattelférmig gekriimmten Membranen Energie ge-
wonnen werden. Das bedeutet, dafl die Oberfliche der Membran nicht eben ist, son-
dern mit einer sattelférmigen Uberstruktur iiberzogen sein kann. Die Eigenschaften
dieser Uberstruktur (siehe dazu 2.3.1 und vor allem [6]) ermédglichen durch geeigne-
te Anordnung von Sétteln die Bildung komplexerer Strukturen auf den Membranen.
Die Membranoberfliche wird dadurch rauh. Durch diese Rauhigkeit und insbesondere
durch die darin absorbierte Flache und den durch sie erzielten Energiegewinn lassen
sich einige bisher ungeklarte Beobachtungen erklaren. Die Bildung dieser komplexen
Struktur kénnte bis zur Bildung von Mustern auf der Membranoberfliche fiihren.

1.2.2 Haftung von Membranen

Ein wichtiger Hinweis auf Uberstrukturen ergibt sich aus der Theorie der Haftung von
Membranen [7]: Unter bestimmten Bedingungen haften elektrisch neutrale Membranen
aneinander. Im Experiment lassen sich zwei Arten der Haftung unterscheiden:

e Die spontane Haftung

e Die induzierte Haftung.

Die spontane Haftung tritt nur duflerst selten auf. Dabei haften ungespannte Mem-
branen ohne Anderung der Randbedingungen aneinander. Bei der induzierten Haf-
tung dagegen ist zur Haftung laterale Spannung auf den Membranen notwendig. Die
Membranen verlassen dabei die Haftzone unter einem spannungsunabhéngigen Kon-
taktwinkel. Bei spontaner Haftung gibt es keinen festen Kontaktwinkel.

5Bei Sattelkriimmung ist die Kriimmung der Membran - in den beiden Richtungen mit maximaler
Kriimmung - entgegengesetzt orientiert.
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Bei der Haftung elektisch neutraler Membranen spielen im wesentlichen zwei Wechsel-
wirkungen eine Rolle:

e Die anziehende Van-der-Waals-Wechselwirkung

e Die abstoflende sterische Wechselwirkung.

Mit sterischer Wechselwirkung bezeichnet man die mechanische Abstoung zweier
Membranen voneinander. Da fluide Membranen fluktuieren, wird die thermische Wel-
ligkeit die sterische Wechselwirkung bestimmen. Sie wird daher auch Fluktuations-
oder Undulationswechselwirkung genannt.

Beide Wechselwirkungen hingen bei kleinem Membranabstand quadratisch von die-
sem ab. Wenn die Van-der-Waals-Wechselwirkung starker als die sterische AbstoBung
ist, erhalt man - unter Vernachlassigung anderer hier nicht diskutierter Wechselwir-
kungen - spontane Haftung der Membranen, d.h. der Abstand der Membranen wird
verschwinden. Im anderen Fall werden die Membranen sich so weit wie méoglich von-
einander entfernen®. Die Stirke der Van-der-Waals-Wechselwirkung wird durch die
Hamackerkonstante H bestimmt. Ist diese Konstante grofler als ein kritischer Wert
H., so kommt es zur spontanen Haftung der Membranen.

Zur Untersuchung der induzierten Haftung betrachten wir die durch die beiden Wech-
selwirkungen erzeugten Driicke. Zur Bestimmung des Undulationsdruckes wird eine
Néaherung verwendet, bei der die Membran in unabhéngige Stiicke zerlegt wird. Der
Undulationsdruck ist dann antiproportional zur Grée S dieser Stiicke. Da diese Grofle
von der lateralen Spannung o abhéngt, mufl der Undulationsdruck durch einen Faktor
% korrigiert werden. Die Untersuchung dieses Faktors zeigt, dafl es einen Gleichge-
wichtsabstand Zz zwischen den Membranen gibt. In erster Naherung ist das Quadrat
dieses Abstandes antiproportional zur lateralen Spannung o. Weiterhin erhalt man aus
der Betrachtung der Energie der freien und der haftenden Membran eine Proportio-
nalitdt zwischen der Adhésionsenergie g, und der lateralen Spannung. Damit hat man

die beobachteten Skalengesetze erhalten:

Die Werte von z und insbesondere g,, die sich dabei ergeben, stimmen jedoch nicht
mit den experimentellen Daten iiberein [8]. Die Adhasionsenergie kann man aus der
Energie der freien Membran nach oben abschdtzen. Damit erhalt man einen Wert, der
um einen Faktor 100 niedriger als der experimentelle Wert liegt.

Die Energie der freien Membran erhilt man aus der Dehnungsenergie der gespannten
Membran und der relativen Flicheninderung durch die Fluktuationen. Eine Uber-
struktur konnte einen Beitrag zur relativen Flachendnderung leisten und so die Dis-
krepanz mindern.

6Da die laterale Spannung praktisch nie verschwindet, wird es jedoch immer eine gewisse induzierte
Haftung geben. Der mittlere Abstand kann dabei aber sehr grofi werden.
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1.2.3 Untersuchungen der Biegesteifigkeit

Bei der Untersuchung der Biegesteifigkeit k. an schlauchférmigen Vesikeln zeigten
einige Schlauche ein auffalliges Verhalten [9]. Im Gegensatz zum Normalfall, bei dem
die Biegefluktuationen der Schlduche iiber die ganze Liange ausgebildet waren, gab
es bei einigen Schlauchen einen festen Knick, der sie in zwei Hélften zerteilte. Dieser
Defekt erwies sich in Lage und Winkel des Knickes tiber langere Zeit als stabil.

Neben der eben erwdhnten Methode zur Bestimmung der Biegesteifigkeit werden vor
allem zwei Methoden angewandt: Die Fluktuationsanalyse und die Bestimmung aus
der Deformation (z.B. durch ein elektrisches Feld) von Vesikeln. Die dabei gewonnenen
MeBwerte streuen bei verschiedenen Vesikeln in einem iiberraschend grofien Bereich,
obwohl die Meflwerte bei einer einzigen Vesikel einen geringeren Fehler aufweisen. Noch
grofer 1st aber die Diskrepanz der MefBwerte zwischen den verschiedenen Mefimetho-
den. Die Werte streuen in einem Bereich von ca. 0.2 - 1071° J bis 2-107!° J. Dies ist
mit den bisherigen Modellen nicht aus der Unterschiedlichkeit der Memethoden zu
erklaren. Man kann daraus schliefen, dafl diese Theorie noch unvollstdndig ist. Eine
Erweiterung der Theorie um sattelférmige Uberstrukturen kénnte diese Diskrepanz
erklaren.

Im folgenden soll dies durch den Vergleich der Fluktuationsanalyse [10] und der De-
formtion im elektrischen Feld [11] begriindet werden. Bei Messungen an denselben
Vesikeln differierten die durch diese Methoden gewonnenen Biegesteifigkeiten um min-
destens einen Faktor zwei [12].

Bei der Fluktuationsanalyse werden aus der Form einer Vesikel die Amplituden der
einzelnen Fluktuationsmoden abgeleitet. Die Amplitude uz hingt dabei von der Flache

A der Membran ab:

kT
ke Agt

< |ug® >=

Aus den gemessenen Fluktuationsamplituden kann man dann auf die Biegesteifigkeit
schliefen.

Bei der Messung im elektrischen Feld werden die Vesikeln gedehnt, bis die elektrischen
und die elastischen Krafte im Gleichgewicht sind. Dabei vergroflert sich die projizierte
Flache. Ublicherweise geht man davon aus, daB die zusitzliche Fliche vor der Deforma-
tion in den Fluktuationen gespeichert war. Die durch das elektische Feld induzierten
lateralen Spannungen ziehen diese glatt. Aus der relativen Flichenzunahme” § A kann
man auf die Grée der Krafte und somit auf die Biegesteifigkeit schlieflen:

kT Oh
In—
8Tk, oo

0A =

"Die Anfangs- und Endspannung (oo und o) sind bekannt.
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Bei der Bestimmung der Biegesteifigkeit ist der EinfluB einer Uberstruktur oder Rau-
higkeit auf der Membran bisher noch nicht beriicksichtigt worden. Da der Einfluf} der
Uberstruktur bei den beien MeSmethoden verschieden gro$ sein wird, kénnte sich die
Diskrepanz in den Meflwerten durch eine entsprechend erweiterte Theorie verringern
lassen.

Einen weiteren Hinweis lieferte das exotische Verhalten einiger Vesikel im elektrischen
Feld bei diesen Untersuchungen [11]. Diese Vesikeln lieBen sich so stark dehnen, daf
der Flachenzuwachs weit grofler war als die in den Fluktuationen gespeicherte Flache.
Die Spannung, die nach der einfachen Elastizitdtstheorie nétig ist, um diesen Flachen-
zuwachs durch Dehnung zu erhalten, liegt deutlich {iber der Zerreispannung[13]. Eine
Uberstruktur und die darin absorbierte Fliche kénnten diese starke Dehenung erkléren.

1.2.4 Elektronenmikroskopische Untersuchungen

Weitere Hinweise ergaben sich aus elektronenmikroskopischen Untersuchungen (Cyro-
Transmissionselektronenmikroskopie / Cyro-TEM) [14] [15]. Fiir diese Untersuchungen
muflte die Vesikelsuspension eingefroren werden. Da Eiskristalle die Struktur der Mem-
branen zerstéren wiirden, wurden die Proben schockgefroren (innerhalb von 3ms von
etwa Zimmertemperatur auf ca. 70K). Dabei bildete das Wasser keine kristalline Phase,
sondern eine amorphe. Hochstwahrscheinlich gilt dasselbe auch fiir das Lipidmaterial
der Membranen.

Die thermische Kontraktion der verwendeten Lipide (EYPC bzw. DMPC) ist realtiv
groB ( 24 -1072 K~! bzaw. 4.2 - 1072 K~! ). Bei der Abkiihlung ist also ein Verlust
an Membranoberfliche zu erwarten bzw. eine entsprechende Dehnung der Membran?.
Gleichzeitig verringert sich jedoch die Dichte des Wassers, so daf} sich das in der Vesikel
eingeschlossene Volumen ausdehnt. Es ist also mehr Flache nétig, um das Wasservo-
lumen einzuschlieflen. Zusammengenommen ist die Flache dieser Vesikel mindestens
14% bis 28% grofer als die einer gefrorenen Vesikel mit entsprechend der thermischen
Kontraktion verringertem Volumen. Die von den Fluktuationen absorbierte Flache ist
jedoch kleiner als diese Flachenzunahme. Daher wird die Membran gedehnt. Nach der
Elastizitatstheorie sind jedoch die dazu nétigen Spannungen (o & (16...32)mN m™*)
erheblich grofer als die Zerreifispannung (o & (2...3)mN m™![13]). Die zusatzliche
Flache einer Uberstruktur konnte erkléren, warum die Membranen beim Abkiihlen in
der Regel nicht zerreiflen.

8Das eingeschlossene Wasservolumen ist inkompressibel.
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Die mit diesem Aufbau beobachteten Vesikeln waren alle gespannt, aber nur selten
gerissen. Um Vesikeln zu bekommen, die nicht gespannt sind, wurde die Praparation
so gedndert, dal mit einem hohen Anteil an Vesikeln mit einem hohen Flachentiber-
schuBl zu rechnen ist. Dabei zeigten sich einige nahezu sphérische Vesiklen mit einer

granuliren Uberstruktur auf der Vesikeloberfliche (siehe Abbildung 1.3).

Durch eine weitere Anderung der Praparationstechnik (zusétzliches Tempern der Sus-
pension bei niedrigen Temperaturen) gelang es, Vesikeln mit einem wahrscheinlich
noch grofleren Flachentiberschuf herzustellen. Viele der so praparierten Vesikeln zeig-
ten Formen, die weit von einer Sphére entfernt waren. Sie hatten haufig scharfe Winkel
oder Kanten (siehe Abbildung 1.4). Die Scharfe der Winkel und Kanten ist moglicher-

weise erst durch die Projektion entstanden.

Abbildung 1.3: Vesikel mit granularer Uberstruktur (Abbildung [15] entnommen)

Auch in anderen shnlichen Systemen sind sattelartige Uberstrukturen gefunden wor-
den. So sind zum Beispiel bei Untersuchungen mittels Gefrierbruch an Lipidmischun-
gen, Bakterienmembranen [16] und an Mischungen aus Lipiden und Proteinen [17]
granuldre bzw. eierkartonartige Strukturen entdeckt worden.
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Abbildung 1.4: Vesikel mit "herzformiger” bzw. "eckiger” Form (Abbildung [15] ent-

nommen)

1.2.5 Zusammenfassung

Es gibt also einige bisher nicht verstandene Beobachtungen. Einige davon lassen sich
wahrscheinlich durch eine sattelfsrmige Uberstruktur auf der Membran erklaren. Bei
den meisten sind jedoch komplexere Strukturen, die z.B. mehr Flache absorbieren,
notwendig. Dies gilt insbesondere fiir die in der Cyro-TEM beobachteten ”eckigen”
Vesikeln. Diese Ecken lassen sich nicht durch eine regelmafige Uberstruktur erkliren.
Solche komplexeren und rauhen Strukturen kénnten aus einer geeigneten Annordnung
von Sattelstrukturen bestehen [6]. Die Sattelstruktur ist somit ein Grundelement einer
komplexeren Struktur.

Bei einigen der dargestellten Beobachtungen ist die Flachenzunahme bei Dehnung
durch laterale Spannung gréfler als zu erwarten, bzw. die nach der klassischen Elasti-
zitdtstheorie zu solch einer Flachenzunahme bendtigten Spannungen liegen tiber der
Zerreifispannung der Membran. Eine Uberstruktur auf der Membran oder Rauhigkeit
der Membran, die dies erklaren soll, muf sich daher gegentiber lateraler Spannung &hn-
lich wie Fluktuationen verhalten. Insbesondere muf sie sich durch laterale Spannung
glattziehen lassen.
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Kapitel 2

Zur Elastizitatstheorie fluider
Membranen

In diesem Kapitel wollen wir einen Ausdruck fiir die Energie einer fluiden Membran
gewinnen. Dabei interessieren uns die Beitrage, die aus den elastischen Eigenschaften
folgen.

Im ersten Teil des Kapitels wird eine Einfithrung in die allgemeine Elastizitatstheorie
gegeben. Dabei beschrianken wir uns auf den Teil, der fiir die Elastizitatstheorie von
Membranen von Interesse ist. Im zweiten Teil wird dann der spezielle Fall der fluiden
Membranen behandelt. Es wird sich dabei zeigen, dafl die Kriimmung die Deformation
ist, die den grofiten Beitrag zur elastischen Energie leistet. Zur Beschreibeung der
Kriimmung werden differentialgeometrische Zusammenhéange benétigt. Im Anhang A
findet sich eine kurz Einleitung in die bendtigten Kapitel der Differentialgeometrie.

2.1 Allgemeine Elastizitidtstheorie

2.1.1 Der Verzerrungstensor

Kehrt ein Kérper, nachdem er durch duflere Kréafte deformiert wurde, wieder in seinen
urspriinglichen Zustand zuriick, so nennt man dieses Verhalten elastisch. Die Elasti-
zitdtstheorie beschreibt dieses Verhalten.

Durch Deformation eines Korpers wird die Lage seiner Massepunkte von Z nach Z’

geandert. Diese Anderung 148t sich durch den Verschiebungsvektor # ausdriicken:
1

— —
r =TrT—U

Diese Verschiebung hat eine Anderung der Abstinde zwischen zwei Punkten zur Folge.
Der infintesimale Abstand ist im undeformierten Zustand durch

d? =¥ da?

13
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gegeben.! Im deformierten Zustand wird daraus:
di"” = Z(dmi + du;)? = dI* + 22 du,; dz; + Z du?

Um die Anderung dI' als Funktion der Differentiale dz; zu auszudriicken, setzen wir
fiir du; sein totales Differential

0uz-
du; = dzx
> a1

ein. Bei teilweisem Wechsel der Indizes erhalt man dann:

d? = dP + Z a“’ 5. dmidon + gukdwidmk Yy @dmk)(z o ) (2.1)
Z,; 1 K Bmk & (9:17,;
au, Buk Bu, Bul
_ 2 .
= dI* + Z 8:{:1 Zawk 8:{:1 ) dz;dzy, (2.2)
= d? + Zuzk dz;dzy (2.3)
2,k

Der dabei definierte Tensor wg, heiflt Verzerrungstensor. Fiir kleine Deformationen
vereinfacht er sich zu:

1 8ui Buk

— 2.4
Er ist offenbar symmetrisch. Demzufolge ist er an jedem Punkt diagonalisierbar. Fir
dl' erhélt man dann

dl’z = (]_ + 2U11)d$§ + (]_ + 2U22)d$§ + (]_ + 2U33)d$:23

Wie man sieht, zerfallt der Ausdruck in je einen Term fiir jede Einheitsrichtung, also
= /1 + uj; dz;. Damit erhalt man fiir das Flachenelement in der e;e;-Ebene

Uik =

|dz; x dz;| = \/1 + 2(ug; + uj;) + dugu;; dA

Die relativen Anderungen® §4 = KA;—;%l werden dann zu :
A =~ (uii + Ujj) + 2uuj; (2.7)
~ (i + ujj)
Analog ergibt sich fiir das Volumenelement:

AV = /(1 +2u0) + (1 + 2uz) + (1 + 2uza) dV,

~ (]_ + U171 + Ugg + U33) dV (28)
OV &~ Ui + Uz + uas
= spur(ux) (2.9)

Néherungweise kann das Volumen (im zweidimensionalen Fall der Flacheninhalt) durch
die Spur des Verzerrungstensors beschrieben werden. Da die Spur eines Tensors un-
ter Koordinatentransformationen invariant ist, gilt diese Formel auch, wenn wu;; nicht
diagonalisiert wurde.

m folgenden werden die Vektoren komponentenweise dargestellt.
2Mit dem Index 0 sind hier die undeformierten Zustiinde bezeichnet.
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2.1.2 Der Spannungstensor

Im undeformierten Zustand befindet sich ein elastischer Kérper im Gleichgewicht. Al-
le inneren Kréfte zwischen den einzelnen Molekiilen des Kérpers kompensieren sich.
Betrachten wir nun einen deformierten Koérper. Dieser befindet sich nicht mehr im
Gleichgewicht. Daher treten in ithm Rickstellkrifte auf,die auf den Wechselwirkun-
gen zwischen den einzelnen Molekiilen beruhen. Das bedeutet, da3 diese Krafte lokal
sind (Nahwirkungskréfte), also nur eine sehr begrenzte Reichweite (hier nur bis zum
néchsten Molekiil) haben. In einer makroskopischen Theorie treten an die Stelle der
Molekiile die Raumelemente des Korpers. Wegen der Lokalitdt der inneren Krafte wir-
ken diese nur iiber die Oberfliche der Raumelemente auf ithre unmittelbaren Nachbarn.

Betrachten wir nun die Summe aller inneren Krafte eines beliebigen Teilvolumens V
eines Korpers:

/fi dv Dabei ist f; die Dichte der inneren Krafte.
14

Im Gleichgewicht miissen sich Wirkung und Gegenwirkung kompensieren. Deshalb
heben sich die inneren Kréafte an allen inneren Grenzflaichen zwischen den Raumele-
menten eines Teilvolumens auf. Als resultierende Kraft bleibt nur die Summe {iber die
Krifte eines jeden Oberflichenelementes bzw. das Integral iiber die Oberfliche.

Das Volumenintegral {iber eine skalare Funktion 148t sich auf ein Oberflachenintegral
reduzieren, wenn die skalare Funktion als Divergenz darstellbar ist . Man kann also
fiir jede Komponente der Kraftdichte f; schreiben:

fi = ako'ik

Damit erhalt man mit dem Gauflschen Satz fir die Summe der inneren Krafte:

/fde = /6kaide = ]{Uz'dek
14 14 v

Der neue Tensor o;; heifit Spannungstensor. Das Integral [o;dAx beschreibt die
i-Komponente der auf das Flachenelement dA; wirkenden Kraft.

Damit ein deformierter Zustand stabil bleibt, miissen die inneren Kréfte durch duflere
Kriéfte p; kompensiert werden.

P = Z TikTk

Ein Zustand, der nur durch duflere Kréfte stabilisiert wird, kostet Energie. Sie ergibt
sich aus der Arbeit, die gegen die dabei auftretenden inneren Krafte geleistet werden
muf. Fir kleine Deformationen erhalt man mit (2.4):

§WdV = [ fibu; dV = [ Z7% gu, dv
/ / [ 5
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Durch partielle Integration erhalt man unter Verwendung der Symmetrie von o;:

/6W v = /Uik&(ﬁa:,;-l_ami) v

= W = o, bui (2.10)

Daraus wollen wir nun einen ersten Ausdruck fiir die freie Energie und ihren Zusam-
menhang mit dem Spannungstensor gewinnen. Aus der Thermodynamik erhalt man
mit (2.10) fiir die Dichte der inneren Energie®:

dU =TdS — dW =TdS + Uikdu,-k
Fir die freie Energie bekommt man dann aus F =U — T'S:
dF = —5dT + o;dugg

Bei konstanter Temperatur liefert dies dann einen Zusammenhang zwischen der freier
Energie und dem Spannungstensor :

oF
Oup

ok = ( )T (2.11)

2.1.3 Dehnung, Kompression und Scherung bei isotropen
Korpern

Das Hookesche Gesetz

Wir wollen nun die freie Energie als Entwicklung nach Skalaren des Verzerrungsten-
sor um den undeformierten Zustand ausdriicken. Da die freie Energie eine skalare
Grofe ist, bendtigen wir aus dem Verzerrungstensor gebildete Skalare. Dazu wird der
Verzerrungstensor so zerlegt, daf die einzelnen Terme unterschiedliche Arten von De-
formationen beschreiben.

1 1
uik = (uik — §5ik D) + 551'1« > (2.12)

Wenn der erste Term bei einer Deformation verschwindet, tragen nur die Komponenten
von u;, zum Verzerrungstensor bei, die eine Volumendnderung (siehe Gleichung (2.9))
beschreiben. Es handelt sich offenbar um eine Kompression. Im ersten Term ist die
Volumenénderung vom Verzerrungstensor in der oben eingefiihrten Form abgezogen.
Er beschreibt eine Deformation ohne Volumenadnderung wie z.B. eine Scherung oder
Torsion.

Wir entwickeln nun die freien Energie bis zur zweiten Ordnung*. Dazu benétigen wir
unabhéangige, aus dem Verzerrungstensor gebildete Skalare zweiter Ordnung. Als diese

3In diesem Kapitel sind im weiteren die Energien als Volumenenergiedichten zu begreifen.
“Bei einer Entwicklung um den undeformierten Zustand (d.h. o3z = 0 ) verschwinden wegen (2.11)
die linearen Terme.
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Skalare wahlen wir die Summe iiber die Quadrate des ersten und zweiten Terms von

Gleichung (2.12):

1 K 2
F= MZ(uik — §5z'k Zuu)z + ) <Z ull) (2.13)
ik I I

Die Groflen p und K heiflen Torsionsmodul und Kompressionsmodul. Durch spezielle
Wahl von u,;, kann man zeigen, dal die Moduln g und K beide positiv sein miissen
(siehe dazu z.B. [18]).

Wir bilden nun das Differential der freien Energie aus Gleichung (2.13):
1 1
dF = K upg ) dug + 2p) (ug — §5ikzull)d(uik — §5ikzull)
l l ik l l
1 1
= KY ug ) duy + 2p) (wirbix — §5z'k > un)d(— §5ik > un)
! ! ik ! !

1
+ 24 Z(u’k — g&'k Z ull) dug
1k {

1
= KDY ung ) dug + 2p) (ui — §5ik > " un) dugg
1 1 ik 1
1
= > (K& > un + 2p(ui — §5ikzull)) du
ik 1 1
Mit Gleichung (2.11) erhélt man daraus:

1
oik = Kéx Y _un + 2p(ug — §5ikzull) (2.14)
! 1

Wir haben nun einen Zusammenhang zwischen Spannungs- und Verzerrungstensor.
Der Spannungstensor ist also eine lineare Funktion des Verzerrungstensors (und um-
gekehrt; siehe[18]). Dieser Zusammenhang ist das Hookesche Gesetz.

Bestimmung des Kompressionsmoduls

Um die weiteren Uberlegungen zu vereinfachen, werden wir die erhaltenen Formeln
umgeschreiben. Betrachten wir dazu die Summe der Diagonalelemente von oy:

Zuii = % ZO”L’L

Die relative Volumenénderung héngt also nur von den Diagonalkomponenten des Span-
nungstensors ab. Fiir eine homogene Kompression hat der Spannungstensor die Form
0k = pbik. Damit erhalten wir fiir den Verzerrungstensor:

Z’%‘:%

Fiir kleine Deformationen kann man % durch %% ersetzen und erhalt so :
1 10V 0
= &  K=VZ (2.15)

K Vaop v
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Dehnung im zweidimensionalen Fall

Analog zur dreidimemsionalen Kompression (Gleichung (2.13)) erhalt man fiir die
Dehnung eines zweidimensionalen Kérpers:

A 2
Fp = 2 <Zull>
!

Der neue Koeffizient A entspricht dem Koeffizienten K. Mit Gleichung (2.7) erhalt
man:

Fp = %A(&A)z (2.16)
_ 0Fp _
= Fp, = obA (2.18)

Die dabei neu definierte skalare Grofle o heifit laterale Spannung. Sie wirkt in der
Membranebene.

Bei homogenen Deformationen, bei denen der Verzerrungstensor im ganzen Korper
konstant ist, kénnen statt der Moduln x und K, die Moduln E (Elastizitatsmodul
oder Youngsche Zahl) und v (Querkontraktionskoeffizient oder Poissonsche Zahl; siehe
auch[18]) verwendet werden. Damit vereinfachen sich einige Rechnungen. In Abschnitt
2.1.4 werden wir die folgenden Formeln verwenden.

_ 9K pu _ 1 3K—-2pu
E = 3K4p und V = 3 3Ku
_ E _ E
bzw. K = =) und B = i)

Aus den Gleichungen (2.13) und (2.14) wird dann:

E v
F = ——— (42 72 2 2.19
2(1 + v) <““°+ -2 4 “”) (2.19)
E v
e = —— |uir + ——8x ) 2.2
Oik 1+y(uk+1_2y5klull> (2.20)

2.1.4 Die Kriimmungselastizitit einer isotropen diinnen
Platte

Neben Kompression, Dehnung und Scherung kann man einen Kérper auch noch durch
Biegung deformieren. Dies ist besonders bei diinnen Platten u.4. von Interesse

Betrachten wir nun eine diinne Platte, deren Dicke 2k wesentlich kleiner als ihre Aus-
dehnung in ihrer Ebene ist. Wenn eine solche Platte gebogen wird, wird ihre Auflen-
seite gedehnt und ihre Innenseite komprimiert. Dazwischen gibt es eine Flache, deren
Flacheninhalt erhalten bleibt. Sie heift neutrale Fldache.
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neutrale Flaeche

S

Abbildung 2.1: Die gebogene Platte

Sei der Koordinatenursprung in einen beliebigen Punkt der neutralen Flache gelegt.
Dann hat der Verschiebungsvektor bei kleinen Biegungen fiir die neutrale Flache nur
eine z-Komponente ((z,y). Da die Platte diinn ist, sind zum Verbiegen an der Ober-
flache nur kleine Krafte n6tig. Verglichen mit den inneren Spanunngen, die dabei durch
Kompression und Dehnung auftreten, kénnen sie vernachlassigt werden. Es kann also
oaxnk ~ 0 angenommen werden. Die Normale liegt im wesentlichen in z-Richtung. Das
ergibt fiir den Spannungstensor:

0z, =0 Oy =0 0., =0

AuBlerdem werden diese Komponenten des Spannungstensors wegen der geringen Dicke

der Platte auch im Inneren nahezu verschwinden und kénnen deshalb vernachléssigt
werden. Mit Gleichung (2.20) ergibt sich

Oz, =0 = — Uy, =0
1+v
Mit Gleichung(2.4) gilt:
Ouy Ou, o¢ o¢
8z 0z Oz = ux——za—m—l—C

Die Integrationskonstante C' ist Null, da bei z = 0 die Verschiebung in x-Richtung
verschwinden soll. Analog erhalt man fiir u,:

Aus 0,, = 0 ergibt sich mit Gleichung(2.20)

v
Uzz = _—(uz:z: + uyy)

1—v
Damit kann nun der Verzerrungstensor durch z und ( ausgedriickt werden:

8%¢ 8%¢

Ugz = —Z3— Usy = —Z3.5 Uy, = 0
_ 8%¢ — 8%¢ —
Uye = —Z3.5, Uy = —Zg3 Uy, = 0 (2.21)

82¢ | 8%
Uzg = 0 Uzy = 0 Uzz = = (ﬁ‘l‘ﬁ

1-v
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Setzt man dies in Gleichung (2.19) ein, so erhélt man fiir die freie Energie:

L, E 1 8¢ 8%\’ ¢ \? 8% o%
F== l+v {2(1—1/) <0m2 + 03:2) + [(83:03/) B @H—yz]}

Vergleicht man die Ableitungsterme mit den Gleichungen fiir die Krimmungen in ebe-
ner Naherung (siehe Gleichung(A.5)), so kann man die freie Energie als Funktion der
Kriimmungen ausdriicken. Nach Integration iiber z erhédlt man fiir die Energieflachen-
dichte g:

EW _, 2ER

30— T30 (222)

g:

Damit ist der in dieser Arbeit relevante Teil der allgemeinen Elastizitatstheorie dar-
gestellt. Im weiteren werden wir die gewonnenen Formeln (insbesondere die iiber
Kompression, Dehnung und Biegung) auf fluide Membranen anwenden. Dabei wird
zu beriicksichtigen sein, daf3 die fluiden Membranen nur in ihrer Tangentialebene, aber
nicht mehr in Normalenrichtung isotrop sind.

2.2 Fluide Membranen

Wie in Abschnit 2.1 gesehen, gibt es drei grundlegende Arten, einen isotropen Korper
zu deformieren :

1) Scherung

2) Kompression und Dehnung

3) Kriimmung oder Biegung

2.2.1 Krimmung, Dehnung und Scherung bei fluiden
Membranen

Da die Membranen in ihrer Ebene fluide sind, treten nur formal auf®. Sie tragen also
nicht zur Energie der Deformation bei.

Bei im wesentlichen zweidimensionalen Kérpern wie Membranen kann man bei der
Kompression drei Arten unterscheiden (siehe auch [5]).

e Volumenkompression
Der Modul der Volumenkompression ist nach Gleichung(2.15) durch

opP
Hp = V(W)T

5Scherungen sind in Membranen nicht reversibel und somit gewissermafBen hoch inelastisch.
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gegeben. Der Wert des Moduls Kp liegt iiblicherweise fiir fluide Membranen bei
einigen 10° Nm™2. Dieser Wert entspricht dem von imkompressiblen Fliissigkei-
ten. Das bedeutet, dafl bei fluiden Membranen das Volumen bei Deformation
erhalten bleibt. Damit sind Fldchendehnung und Dehnung langs der Normalen
nicht mehr unabhdngig voneinander.

e Flichenstauchung und -dehnung
Der Modul ist hier erheblich kleiner (K4 &~ 0.1 Nm™!), so daf§ die Flichenkom-
pression durchaus zu den Deformationen beitragt. Dieser Beitrag ist allerdings
nicht sehr grof (vor allem, weil die Membranen schon bei geringen Flachen-
zuwichsen® reiflen). Der Modul K4 ist analog zu oben definiert als:

Is)
Ky= A(a—jl)T

Dabei bezeichnet o die laterale Spannung in der Membran.

e "Dickekompression”
Da die Membranfliche kompressibel ist, das Volumen aber nicht, muf sich bei
Flachendnderung die Dicke A der Membran entsprechend &dndern. Als Modul
erhélt man :
Opn
Ky = h(—
o= W)y
Mit h ist hier die Membrandicke” und mit p, der Normaldruck zur Oberfliche

bezeichnet. Typische Werte sind K; ~ 108 Nm~2.

2.2.2 Die klassische Biegeenergie

Wir betrachten die Biegeenergie als Entwicklung in der Krimmung. Fir einen er-
sten Ansatz zur Bestimmung der Biegeenergiedichte g sei die Membran als in ihrer
Ebene homogen und isotrop angenommen. Daher ist keine Seite (obern oder unten)
der Membran gegeniiber der anderen ausgezeichnet. Lineare Terme werden daher aus
Symmetriegriinden nicht benétigt. Solche Membranen sind also im Grundzustand eben
(beziehungsweise kugelformig im Fall geschlossener Formen). In quadratischer Ord-
nung gibt es zwei unabhingige Invarianten der Krimmung: Das Quadrat der mittleren
Kriimmung H? und die GauBsche Kriimmung. Mit diesen Invarianten erhalten wir eine
zu (2.22) analoge Gleichnung fiir die Biegeenergie. Im Gegensatz zu Gleichung (2.22)
sind hier aber die Koeffizienten der beiden Terme unabhiingig voneinander®.

g = 2KZCH2 + kK

= ik(ci+ )’ + Eec

664 ~ 10%

"d ~ 4nm

8In Gleichung (2.22) wurde eine homogene und isotrope Platte vorausgesetzt. Eine Membran erfiillt
dies nur in ihrer Ebene, aber nicht in Normalenrichtung.
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Neben den ebenen, homogenen Membranen existieren auch solche, deren Grundzu-
stand nicht eben ist. Diese Eigenschaft 148t sich durch einen linearen Term in die
Theorie einbauen.

g = 2k.c0H + 2k.H®> + KK (2.23)
1 2 B
< g = §f€c(01+62—co) + Kcic

In dieser Form wurde die Biegeenergie von W.Helfrich [19] eingefiihrt. Der neue Para-
meter ¢y wird als spontane Krimmung bezeichnet. Ist diese von Null verschieden ist,
so wird sich die mittlere Kriimmung der Membran im Grundzustand auf den Wert ¢
einstellen. Ist die Membran tiber der Ebene oder einer anders gekrimmten Geometrie
eingespannt, so fithrt ¢q zur Knospenbildung und zum Knospenbildung|[1].

Da die Kompression nur wenig, die Scherung nichts zur elastischen Energie beitragt,
bringt die Biegeenergie den Hauptbeitrag zur elastischen Energie.

Erweiterung durch Dehnungterme

Der Flacheninhalt nichtebener Strukturen ist groBer als der ebener Strukturen (jeweils
bezogen auf die projizierte Fliche®). Deshalb mufl die Membran sich dehnen (siehe
2.1.3 und Gleichung (2.18) ). Man erhélt also fiir die Energiedichte der Membran:

/ gdA = / (26ccoH + 2k.H? + RK)dA + o6A (2.24)

Skaleninvarianz

Zum Abschluf8 dieses Abschnittes soll noch die Anderung der Biegeenergie bei Ande-
rung der Systemgréfe untersucht werden. Dazu bilden wir Z:

i=af
Da ¢ = 1/R ist, gilt:
ﬂ—: K:

c =

R |
Rl =

c
a
Ferner gilt: ) )

dA = o’ dA 6A =6A

Damit erhalten wir fiir die Biegeenergie ohne spontane Kriimmung:

. 2k.H? kK
/gdA:/( e+ '(”—2> otdd = [gda (2.25)
(8

a

Wie man sieht, dndert sich die Energie bei Skalendnderung nicht. Die klassische Biege-
energie ist also skaleninvariant. Das heifit, alle makroskopisch beobachteten Strukturen
sollten sich - entsprechend skalentransformiert -im mikroskopischen Bereich wiederfin-
den.

®Die Ebene wird hier als der undeformierte Zustand angesehen.
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2.2.3 Mikroskopische Bestimmung der Biegemoduln

Eine fluide Membran ist in ihrer Ebene isotrop. Deshalb gilt fiir Elemente des Span-
nungstensors:
011 = 022

In einer fluiden Membran verteilen sich die inneren Spannungen in der Membranebene
gleichmafBig und hangen daher nur von der z-Koordinate ab.

Bei der Biegung der Membran &ndert sich fiir alle ”Schichten” der Flacheninhalt. Die
auflenliegenden ”Schichten” werden gedehnt, die innenliegenden komprimiert. Diese
Flachendnderung hangt auch wieder nur von der z-Koordinate ab.

Sei Z der Ortsvektor der neutralen Fliche der Membran und Z = Z + 27t der Ortsvektor
einer Parallelfliche im Abstand 2 dazu. Dann erhalt man fiir die Ableitungen nach den

Parametern u; und u,:

oz

Oy

8
I

— —
Uy w’u,]_ + znul

1t

— —
mu2 = w’u,]_ + znu2

Da die Normaleneinheitsvektoren 7 auf zwei Parallelflichen identisch sind, gilt:

— — = — - — d = = _ 5 5 - o~
Loy X Tyy = |Lyy X By, |B =77 un Loy X Lyy = |8y, X Ty, | B =97

Damit erhdlt man fiir Z,; X Z,,:
o ot — — — — — — 27 = —
Ty X Luy = Ty X Luy + 2(Luy X Buy + Ty X Ty ) + 2°(Zpr X Tp2)

Mit den Weingartengleichungen (siehe z.B. [31]) 7,, = Z—bz-jo?uj und dem Tensor
7

€ij = < _01 é > erhalt man dann:

Vi = v = 230 B X Ty + DB, X Tag) + 220 W, X B
P % kl

7 = it — 2O byersit + 3 biyeqsii) + 223 bEbhyer i)
& k ki

yr = (1 - zspur(bf) + Z2d€t(bg))ﬁ

=3 = v(1— zspu?“(bf) + szet(bg))

Damit haben wir mit (A.3) fiir die relative Flachendnderung:

sA=1""— 9,01 2K (2.26)
y

Nun muf die neutrale Flache nicht mehr unbedingt bei z = 0 liegen. Deshalb sei ihre
z-Koordinate mit zy bezeichnet. Entsprechend korrigiert, erhalten wir dann fiir § A:

§A(2) =2(2 — 20)H + (2 —2)°K (2.27)
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Gesucht sind die Moduln der Krimmung der Biegeenergie. Dazu betrachten wir die
Volumendichte der Biegeenergie gy, als Entwicklung in § A um die ebene Membran

bis zur 2.0rdnung[20]:

Ogval 1 0%gva 2
9vol = A+ - (6A)
08A |50 2(08A)% ;4 0
Analog zu Gleichung (2.11) erhélt man :
Ogval Ogvo
26 A s(z,6A) ZW 954 |, s(z)

Faft man die letzten beiden Gleichungen zusammen, so bekommt man:

10s(z)

gva = s(2)8A+ 5= (2)(6A)
10s(z
- <s(z)—}—§ 5(A)5A> §A
Aus Gleichung (2.27) erhalt man:
mit VAR = 2z —z)H
und BAK = (2—2)°K
folgt dann: BAnlK) sy = S=HEK)(20Ap 4 204

9s(z,H,K) 9s(z,H,K)
= s H + sk K

Wir interessieren uns nur fiir die Moduln der Krimmungsterme bis zur zweiten Ord-
nung. Daher erhélt man fiir die Flachendichte der Biegeenergie g:

g = fs(z)sAdz + /(asg) + a;gé)K> §Ads

= /23 z—zoﬂdz+/ (z — zo) Kdz+/

(z — zo)H2 dz + O(c3)

Durch Vergleich mit der Biegeenergie (Gleichung(2.23)) erhalt man fiir die Moduln:
KeCo = /s(z)(z — 29)dz (2.28)

/cc=/

E = / (2 — 20)* dz (2.30)

(z — 20)dz (2.29)
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2.2.4 Die Entwicklung der Biegeenergie zu hdheren
Ordnungen

Bei der Entwicklung von (2.23) wurden ndhernde Annahmen gemacht. Man kann des-
halb die Biegeenergie als Entwicklung in der Kriimmung betrachten und diese iiber das
quadratische Glied hinausfithren. Die Zahl der Terme wachst jedoch mit der Ordnung
stark an [21]. Einige Terme lassen sich dann nicht mehr durch die Krimmungen H
und K, sondern nur noch durch den Kriimmungstensor b ausdriicken'®.

g = 2kccoH + 26.H> + RK + MH® + MKH + MAH +
pmH* + pKH® + mpK® + pa(VP67)(Vabiy) + ps(VH)? +
e AH? + prAK + pge™ bV, V;b" (2.31)

Die Terme héherer Ordnung brechen jedoch die Skaleninvarianz der Biegeenergie. Es
ist nun zu untersuchen, ob dadurch auch ohne spontane Kriimmung andere Formen als
die Ebene Grundzustand der Membran sind. Wenn neue, stabile Strukturen existie-
ren, miissen sie negative Energie haben, da bei der Ebene sowohl die mittlere und die
Gauflsche Kriimmung als auch ihre Ableitungen und somit auch die Biegeenergie ver-
schwinden. Solche Strukturen sind im Lichtmikroskop bisher nicht beobachtet worden.
Daher muf} die Gréfle dieser Strukturen unterhalb der Auflésung von Lichtmikroskopen
liegen.

2.3 Der Modul &

Bei Sattelkrimmung hat die Gauflsche Kiimmung K einen nicht zu vernachlassigen-
den Wert. Im Gegensatz dazu verschwindet die mittlere Krimmung H dort. Da neue
Strukturen auf einer ebenen Membran zwangslaufig Sattelpunkte enthalten miissen,
liegt es nahe, den Effekt der Sattelkrimmung auf die Biegeenergie genauer zu unter-
suchen.

10An dieser Stelle ist die Schreibweise in ko- und kontravarianten Tensoren nicht zu vermeiden.
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e

s(2)

—

Abbildung 2.2: Seitenriff einer gekrimmten Membran und Spannungsprofil [6]

Betrachten wir einen Punkt mit K = —¢? und H = 0. Die Umgebung des Punktes
wird im ebenen Zustand als Quadrat der Kantenldnge dz angenommen. Durch die Sat-
telkrimmung wird das Quadrat der Flache bei z ndherungsweise zu einem Rechteck
mit den Kantenldngen (R — z)d¢ und (R + 2)d¢ deformiert. Das bedeutet natiirlich
einen Verlust an Flache. Da eine fluide Membran nicht volumenkompressibel ist, muf
dieser Flachenverlust durch eine Verdickung der Membran ausgeglichen werden. Da-
durch verschieben sich alle ”Schichten” in der Membran von z nach z. Mit ¢ = 1/R
erhédlt man dann:

dA = (R? — 3%)d¢* = (1 + K3*)da?
Daraus ergibt sich wegen dV = dV die Verdickung der Membran:

z=(1+ gfﬂ)z (2.32)

Wir werden uns bei den folgenden Rechnungen auf maximal quadratische Ordnung in
K beschranken. Fiir die nachste Gleichung reicht daher die lineare Ordnung aus. Man
erhalt so fiir 2 :

K
Z = (1—§zz)z
2
# = (1—§KZ2)Z2 (2.33)

Wir wollen nun untersuchen, welche Auswirkungen dies auf die Berechnung des Moduls

kK (siehe Gleichung (2.30)) hat:

Man kann annehmen, dafl das Spannungsprofil s(z,K) durch die Verdickung der Mem-
bran ndherungsweise nur gestreckt wird. Es gilt also:

s(z,K)dz = s(z,K)dz

Wir entwickeln nun das Spannungsprofil nach der Gaufischen Kriimmung um den

ebenen Zustand (K = 0):

0s(z, K)

s(z,K)dz = s(z) + oK

K mit s(z) = s(z,0)
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Daraus ergibt sich dann fiir die Biegeenergie (bei H = 0!):

g=&K = /3(2)521{ dz + /%Kﬁf dz (2.34)

Diese Gleichung ergibt ein Funktional in K und K?:

g=FkK + kK + R K’

Betrachten wir nun zunéchst den ersten Term. Das Spannungsprofil (siehe Abbildung
2.2) wird als 6-Funktion an der Oberfliche bei A und einem konstanten Wert (—v/h)
im Inneren der Membran angesetzt.

h
/(—%)ézK dz + 2’yiL2K
—h

Zusammen mit Gleichung (2.33) erhilt man dann einen Term in K2. Der Faktor davor
ist Teil des Moduls dieses Terms:

4 16 -
g’)’th — B’Yh‘le = kK + Rle

Fiir die Ableitung im zweiten Term kann man nach [6] und [22] folgendes ansetzen:

0s(z,0) 2y ,
=—2

0K  h

Damit ergibt sich im zweiten Term ein Ky:
- 2
I_€2 = g’yh4

Damit hat man eine Abschatzung fiir den Modul k; bzw. k:

16 2 2
- h4 - h4:_ h4
57" T Y 37

k=
Fiir typische Werte von 4 und h (4 = 50 mN m ™! und h = 2nm) erhilt man

kRa—5-107% Jm™? (2.35)

Durch den negativen Wert des Moduls &, sind Uberstrukturen mit negativer Energie
moglich. Damit ist eine notwendige Voraussetzung fiir die Existenz stabiler Uber-
strukturen auf fluiden Membranen gegeben. Es ist zu erwarten, dafl die Sattelbildung
ausgepragt sein wird, da hier Energie gewonnen werden kann.
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2.3.1 Die Elementarzelle einer sattelformigen Uberstruktur

Zum AbschluB dieses Kapitel sollen einige Uberlegungen zum Aussehen einer sat-
telformigen Uberstruktur (dem sog. ”Eierkarton”) dargestellt werden. Dazu betrachten
wir eine Membran tiber der Ebene mit periodischen Randbedingungen. Dann ergibt
sich eine einfache Elementarzelle mit zwei Sdtteln (Abbildung 2.3).

S S
| |
| |

T ——— § ——— T
| |
| |
S S

Abbildung 2.3: Die Elementarzelle einer Sattelstruktur aus Sdtteln (S) und Extrema
(Hochs (H) und Tiefs (T))

Wir wollen nun die Struktur anhand energetischen Uberlegungen diskutieren. Wegen
des negativen Moduls k werden die Sattel einen negativen Beitrag zur Biegeenergie
leisten. Von den Extrema ist dies nicht zuerwarten, da hier der H2-Term dominieren
wird. Betrachten wir zundchst eine einzelne in der Ebene eingebettete Sattelstruktur
ohne die periodischen Randbedingungen. Dann sind die dufleren Séttel in Abbildung
2.3 wahrscheinlich nicht als "echte” Sattel ausgepragt, sondern gehen in der die Struk-
tur umgebenden Ebene auf. In diesem Fall mufl aber der zentrale Sattel die Energie
aller vier Extrema kompensieren. Es ist energetisch giinstiger, wenn zwei Sattel sich ein
Extremum teilen. Die Sattelstruktur wird sich also kooperativ verhalten. Im Idealfall
wird auf einen Sattel genau ein Extremum kommen. Dies legt eine periodische Struktur
nahe. Eine solche wurde auch in dieser Arbeit bei der Simulation vorausgesetzt.

Wenden wir uns nun der genauen Struktur der Sattelstruktur zu. Thre Extrema haben
sowohl eine positive GauBlsche als auch eine positive mittlere Kriimmung. Sie werden
also einen positiven Beitrag zur Energie der Struktur leisten. Da der Modul des K?2-
Terms kleiner als der des H2-Terms ist, wird letzterer wahrscheinlich dominieren. Die
Energie wird daher wegen der Skaleninvarianz dieses Terms kaum von der Gréfle der
Extrema abhéngen.

Die Sattel senken nun die Energie der Struktur ab. Hier trigt nur der K?-Term zur
Energie bei, da H nahezu verschwindet. Ist dieser Beitrag starker als der der Extrema,
so haben wir eine Struktur mit negativer Energie. Der Beitrag des K2-Terms ist um
so starker, je grofer die Krimmungen, je ”schéarfer” also die Sattel dort sind. Es ist
demnach eine Struktur mit scharfen Satteln und breiten Extrema zu erwarten.

Zu erwarten sind Sattelstrukturen von der in Abbildung 2.3 gegebenen Form. Sie
werden sich aber vorzugsweise in einem periodischen Gitter anordnen. Die Existenz
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dieser Struktur ist wegen des erweiterten Energiefunktionals
g =2xk.coH + 26.H> + kK + kK’ (2.36)

und wegen des negativen Moduls k wahrscheinlich.
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Kapitel 3

Minimierungsalgorithmen

Ziel dieser Untersuchungen war es, neue Membranformen durch numerische Minimie-
rung der Biegeenergie zu finden. In diesem Kapitel soll nun ein grober Uberblick iiber
die moéglichen Verfahren gegeben und die Grundlagen zu den benutzten Algorithmen
erldutert werden.

3.1 Deterministische und Monte-Carlo-Algorith-
men im Vergleich

Es gibt zwei Typen von numerischen Verfahren zur Lésung eines Problems:

e deterministische Verfahren

Bei einem deterministischen Verfahren ist das Ergebnis eines jeden Rechenschrit-
tes eindeutig aus seinen Anfangswerten bestimmt. Es werden entweder analy-
tische Formeln bzw. Naherungen oder eindeutige Strategien benutzt, um das
Problem zu 16sen. Der Fehler dieser Verfahren 138t sich analytisch abschéatzen.

e Monte-Carlo-Verfahren

Bei diesen Verfahren werden stochastische Methoden verwendet. Deshalb ist das
Ergebnis eines Rechenschrittes nicht eindeutig aus seinen Anfangswerten be-
stimmt. Der Fehlerbegriff ist daher zum Teil der Wahrscheinlichkeitstheorie ent-
nommen. Durch die Benutzung von Monte-Carlo-Verfahren gewinnt man mei-
stens im Vergleich zu deterministischen Verfahren an Genauigkeit und/oder an
Geschwindigkeit bei der Lésung des Problems.

31
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Vergleich der Fehlerabschatzung

Der Fehler eines Verfahrens hangt natiirlich nicht nur von der Art des Verfahrens ab,
sondern auch von der Klasse! der Verfahren Q und der Klasse F' der Funktionen,
auf der das Problem gelést werden soll. Am Beispiel der Integration soll kurz der
unterschiedliche Ansatz beider Typen erldutert werden:

Deterministische Integrationsalgorithmen sind beispielsweise die Rechteck- oder die

Trapezregel:

b N
[ f(z)dz =~ 21 f(z) Az (Rechteckregel)
b N
Jf(@)dze ~ X MAm (Trapezregel)
a =1

mit Az = b_T"

z, = a-+:1Azx

N = Zahl der Stiutzstellen

Der Fehler e?® eines solchen deterministischen Verfahrens @ ist fiir eine gegebene
Funktion f wie folgt definiert:

edEt(f7Q7f) = |ff - Q(f)|

Das erste Argument des Fehlers in dieser Gleichung gibt das Problem an, das numerisch
gelost und dessen Fehler bestimmt werden soll. Hier betrachten wir die Integration
einer Funktion. Dies wird durch das Integrationssymbol bezeichnet. Diesen Fehler kann
man nun analytisch abschétzen.

Der Fehler eines Integrationsverfahrens ) fiir eine Funktionenklasse F' ist das Supre-
mum aller Fehler, die bei Anwendung dieses Verfahrens auf eine Funktion dieser Klasse
auftreten?.

e*(f,Q,F) =sup |[f — Q(f)]
feF

Daraus kann man den Fehler des optimalen, deterministischen Integrationsalgorithmus
mit N Stiitzstellen auf der Funktionenklasse F' bestimmen. Da man sich fiir den Fehler
des optimalen Verfahrens interessiert, nimmt man das Infimum der Menge der Fehler
aller Verfahren

det = inf su —
A ) = ging s If - Q)

Die Klasse Qn bezeichnet dabei die Klasse aller deterministischen Integrationsverfah-
ren, die N Stiitzstellen verwenden.

Unnerhalb der beiden Algorithmustypen kann man noch verschiedene Klassen von Verfahren
unterscheiden.
2Man nimmt also den ungiinstigsten Fall fiir den Fehler des Verfahrens.
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Unter einem Monte-Carlo- Verfahren versteht man die Anwendung eines Wahrschein-
lichkeitsmafes P auf dem Raum der zur Lésung eines Problems méglichen deterministi-
schen Verfahren. Die verschiedenen Monte-Carlo- Algorithmen unterscheiden sich durch
die Wahl dieses Wahrscheinlichkeitsmafles. Jedem der (im allgemeinen iiberabzahlbar
vielen) Verfahren wird eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet. Diese Verfahren sind da-
bei nicht grundsatzlich verschieden. Am Beispiel der Integration soll dies verdeutlicht
werden: Jede Summe iiber die Funktionswerte an N zuféllig gewdhlten Stiitzstellen
mit geeignte oder zuféllig gewahlten Gewichten o; stellt ein eigenes Verfahren dar.

N
Q(f) =Y cif(z:) @i € [a,b] zufillig gewshlt

Aus der Menge dieser Verfahren wird nun ein Verfahren ¢) mit der Wahrscheinlichkeit
P(Q) gezogen. Der Fehler der Integration einer Funktion f fiir ein Wahrscheinlichkeits-
maf P (also ein Monte-Carlo-Verfahren) ergibt sich zu:

e™(J, P, f) = \/ [1r = Q(n2ap@)
Der Fehler der optimalen Monte-Carlo-Integration mit N Stiitzstellen betragt dann:
(S, F) = inf supfe(S, P, 1)}
feF

Zu jedem deterministischen Integrationsverfahren kann man ein analoges Monte-Carlo-
Verfahren entwicklen[23]. Dies geschieht geeignete Einschrankung der Auswahl der
Gewichte und der Stiitzstellen. Dadurch erreicht man, das der Fehler des Monte-Carlo-
Verfahres mindestens so klein wie der des deterministischen Verfahrens ist. Wegen des
stoachstischen Charakters der Monte-Carlo-Verfahren verringert sich der Fehler sogar
noch um einen Faktor \/N. Dies ist darauf zuriickzufiithren, daB die Monte-Carlo-
Integrationen wegen ihres stoachtischen Charakters auch Beitradge zum Integral mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit erfassen, die bei deterministischen Verfahren neben
den Stiitzstellen liegen. Fiir die Fehlerabschatzung ist aber gerade diese Situation
relevant.

Natiirlich gibt es in beiden Klassen Minimierungsalgorithmen. Soll jedoch ein globales
Minimum gefunden werden, so 148t sich zeigen, dafl dazu in einem n-elementigen Raum
n Rechnungen nétig sind [23].
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3.2 Deterministische Algorithmen

In einem Computermodell wird jeder Konfigurationsraum wegen der endlichen Genau-
igkeit des Computers auf ein Gitter abgebildet. Um nun ganz sicher sein zu kénnen, daf
das globale Minimum gefunden wird, kénnte man den Funktionswert an jedem Punkt
des Konfigurationsraumes berechnen. Der Punkt des Konfigurationsraumes, der den
kleinsten Wert hat, ist dann (auf dem Gitter) das globale Minimum. Offenbar sind die
dazu nétigen Rechnungen aber nicht in einer vertretbaren Zeit durchzufiithren®.

Um die notwendige Rechenzeit der Rechenkapazitdt der Computer anzupassen, kénnte
man den folgenden Absteigealgorithmus verwenden:

Man wahlt einen beliebigen Startpunkt im Konfigurationsraum (Anfangskonfigurati-
on) und vergleicht dessen Funktionswert mit dem seiner Nachbarn. Als neue Kon-
figuration wahlt man die mit dem kleineren Funktionswert. Dies wird solange (mit
gef. sich verfeinerndem Gitter) wiederholt, bis keine Optimierung der Funktion mehr
moglich ist. Die so gefundene Konfiguration ist also offenbar ein lokales Minimum.
Es ist aber keine Aussage dariiber moglich, ob es sich dabei auch um ein globales
Minimum handelt.

Falls die Funktion lokal definiert ist?, kann man dies ausnutzen, indem nur solche
Nachbarn betrachtet werden, die sich in genau einer Variablen der Funktion unter-
scheiden. Dadurch 1a8t sich nochmals Rechenzeit sparen. Im Ergebnis fithrt das zu
einem Algorithmus, der dem Metropolis-Algorithmus (siehe 3.3.2) sehr dhnlich ist.

3.3 Monte-Carlo-Algorithmen

Das Auffinden des Minimus einer Funktion ist nur eine spezielle Anwendung der hier
diskutierten Monte-Carlo-Algorithmen. Alle Problem, die sich durch Simulation eines
statistischen Systems l6sen lassen, kénnen mit diesen oder verwandten Algorithmen
bearbeitet werden. Grundlage dafiir ist die Theorie der Markovprozesse.

3.3.1 Markovprozesse

Betrachtet wird ein System, das Zustdnde z,y, ... aus einem Konfigurationsraum X
annehmen kann. Jeder dieser Zustédnde ist mit der Wahrscheinlichkeit p(z, ¢) realisiert.
Befindet sich das System in einem Zustand z, so hat es die Wahrscheinlichkeit P,,(t), in
einen Zustand beliebigen y iiberzugehen. Im allgemeinen Fall wird X {iberabzédhlbar
viele Elemente besitzen und die Ubergangswahrscheinlichkeit durch einen Operator

3In dieser Diplomarbeit héitten pro Parametersatz iiber (26%)25¢ s 105590 Konfigurationen durch-
gerechnet werden miissen!!!

“Der Funktionswert an einer Stelle hiingt nur von einer kleinen Umgebung um diese Stelle ab. Es
gibt also keine Fernwirkung.
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P(t) gegeben sein. Dieser Operator iiberfithrt die Verteilung p(z,t) in die Verteilung
p(z,t + At) = P(t)p(z,t). Damit definiert P einen Markovprozefl. Gemafl der durch
P induzierten Ubergangswahrscheinlichkeit kann zu jedem Zustand ¢ € X ein Nach-
folgezustand ;41 € X ausgewdhlt werden. Die Folge der ¢ € X wird Markovkette

genannt.

Im Computermodell ist der Konfigurationsraum X wegen der begrenzten Genauig-
keit eines Computers endlich. Deshalb bilden die Ubergangswahrscheinlichkeiten eine
Matrix P = (Pry).

Es gelten folgende Normierungsbedingungen:

Y p(z) = 1 (Das System muB in irgendeinem Zustand aus X sein.) (3.1)
zeX

> P, = 1 (Schlieflich muB das System irgendwohin gehen.) (3.2)
yeX

Im allgemeinen ist die Matrix P(¢) zeitabhangig. Wenn das nicht zutrifft, spricht man
von einem stationdrem Markovprozef®. Im weiteren wollen wir uns auf diesen be-
schranken. Eine detaillierte Darstellung von Markovprozessen (insbesondere auch von
zeitabhangigen) findet sich in [24].

Eigenschaften von Markovprozessen

e Aus der Zeitunabhédngigkeit ergibt sich sofort auch die zeitliche Translationsin-
varianz von Erwartungswerten (Beschreibung siehe 3.3.4). Ein Erwartungswert
ist also vom Zeitpunkt, zu dem seine Messung begonnen wird, unabhéngig.

e Die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen zwei Elementen des Konfigurations-
raumes ist unabhangig von der Zahl der Schritte, die in der Markovkette dafiir
gebraucht wurden[24]. Es gilt also

Pa:y = ZPzszy

zeX
= P, = Z Z P, P, o...Pyx (3.3)
21€X zkEX

Die Ubergangswahrscheinlichkeit hingt also nur von der Ausgangs- und der End-
konfiguration ab.

e Die durch P vermittelte Abbildung ist bzgl. einer geeigneten Metrik d
kontrahierend[24]:

d(Pp1,Pps) < ad(p1,p2)
mit e O<axl,
® p1,p, beliebige Verteilungen iiberX
und e d(prp2) = 3 [pa(2) - pa(2)

5Die ¢; bilden weiterhin eine Folge iiber der Zeit. Nur die Ubergangswahrscheinlichekeiten andern
sich nicht.
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Damit ist die Folge pr = P*py fiir eine beliebige Anfangsverteilung py eine
Cauchy-Folge. Besitzt nun P eine Invariante p;,, (hat also die Abbildung einen
Fixpunkt), so konvergiert die Folge pr gegen piny:

d(ﬁk+1 ; pinv) = d(Pﬁky Ppi'rw) < ad(Pk, pinv)
< ak+1 d(pO ) pi'rw)
< 20kt

3.3.2 Der Metropolis-Algorithmus

Der hier verwendete und im folgenden diskutierte Metropolisalgorithmus wurde von
Physikern entwickelt. Deshalb sind viele Begriffe an die Physik angelehnt. Metroplisal-
gorithmen sind Markovprozesse, die Verteilungen p(z) auf einem Konfigurationsraum
X simulieren. Im engeren Sinne wird mit Metropolisalgorithmus ein Algorithmus aus
dieser Klasse mit spezieller Matrix P bezeichnet.

Damit ein stationarer Markovprozess eine gegebene Verteilung p(z) simuliert, muf} die
Matrix P einige zusitzliche Bedingungen erfiillen:

e "detailed balance”

Da wir wieder auf einem Gitter arbeiten, ist p(z) als Vektor darstellbar. Damit
die Verteilung p(z) simuliert werden kann, sollte sie eine Invariante der Matrix

P sein:
Pp = p
= p(zr) = X p(z:)Pi
ziEX
_ p(zi) p.
- p(mk)zgxg(mk)sz

pzi)p.
= :E'ZE:Xp(mk)sz =1

Dies 148t sich erfiillen, wenn man folgende Bedingung an die Elemente von P

stellt:
Pir _ p(z)
P.,  p(z:)
Dadurch wird die Summe auf die Zeilensumme (siehe Gleichung 3.2) zuriick-
gefithrt. Diese Bedingung wird ”detailed balance” genannt[25].

(3.4)

Der Metropolis-Algorithmus verwendet nun folgende Matrix P :

By A
sz — me X Pa pﬂ? > py Zz ?é y (35)
yveX

y#z
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Die Matrix Q enthélt die Auswahlwahrscheinlichkeit fiir den Zustand y vom
Zustand z aus. Naheliegenderweise sollte diese nur von z und y, jedoch nicht von
der Richtung abhédngen. Somit ist also Q symmetrisch. Dadurch kiirzt sich Q aus
der Gleichung (3.4) heraus. Der Rest von P erfiillt aber die ”detailed balance”.
Im Ubergangselement P,, werden alle verworfenen Uberginge z — y und der
direkte ” Ubergang” (wenn gemaBl Q z — z ausgewahlt wird) zusammengefafit.
Dadurch ist die Normierung der Zeilensumme (3.2)gewahrleistet.

Neben dem Metropolis-Algorithmus gibt es noch weitere Verfahren(d.h. Matri-
zen P), die die "detailed balance” erfiillen, z.B. das Warmebadverfahren[25], der
Clusteralgorithmus nach Wolff[26] etc.

o Ergodizitat

In der Theorie der Markovprozesse kann jede Konfiguration y aus der Konfigu-
ration z in einem Schritt mit nicht verschwindener Wahrscheinlichkeit erreicht
werden. Im Computermodell ist dies nicht unbedingt realisierbar®. Wegen Glei-
chung (3.3) geniigt es, wenn eine beliebige Konfiguration y in n, Schritten mit
nicht verschwindender Wahrscheinlichkeit aus jeder anderen Konfiguration aus
X erreichbar ist und die Menge {n,|z € X} ein Supremum besitzen. Da im Com-
putermodell der Konfigurationsraum endlich ist, existiert dieses Supremum. Es
reicht also, dal jede Konfiguration in endlich vielen Schritten mit nicht ver-
schwindener Wahrscheinlichkeit erreichbar ist. Diese Bedingung fiihrt dazu, dafl
das System ergodisch ist[25].

Algorithmen, die alle drei Bedingungen
e normierte Zeilensummen
o detailed balance
o Ergodizitat
erfiillen, simulieren ihre "erzeugende” Verteilung p(z).

Durch den Konfigurationsraum X, den Operator bzw. die Matrix P und die Vertei-
lung p(z) wird ein zu simulierendes System definiert. Dieses System kann z.B. das
Computermodell eines physikalischen Systems sein. Durch den Metropolisalgorithmus
wird dieses System in seinen stoachastischen Aspekten simuliert.

Vergleich mit deterministischen Algorithmen

In ihrer Umsetzung sind diese Algorithmen dem oben beschriebenen Absteigealgo-
rithmus (siehe 3.2) dhnlich. Auch hier werden Nachbarkonfigurationen miteinander

6Der Konfigurationsraum kann so grofi werden, daf nicht alle Elemente von jedem anderen er-
reichbar sind. Dariiber hinaus kann es zur Optimierung der Rechnengeschwindigkeit sinnvoll sein, die
”direkte Reichweite” zusétzlich einzuschrénken.
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verglichen. Es sind jedoch immer genau zwei, ndmlich die alte und eine zufdllig gewahl-
te Nachbarkonfiguration. Vor allem ist jedoch die Ubergangsbedingung anders: Auch
wenn die neue Konfiguration einen héheren Funktionswert hat, wird sie noch mit der
Wahrscheinlichkeit P, e, angenommen. Dadurch finden diese Algorithmen im Ge-
gensatz zum Absteigealgorithmus jedoch nach einiger Zeit aus jedem Minimum wieder
heraus. Sie erreichen somit jedes Minimum. Allerdings wird im allgemeinen die ”End-
konfiguration” keine Konfiguration mit minimalem Funktionswert sein.

Auch hier kann man wieder die Lokalitdt der Funktion ausnutzen. Wenn zum Bei-
spiel f = f(g(z,y)) und f in (z,y) lokal ist, kann man fiir jeden Gitterpunkt (z,y)
eine Nachbarkonfiguration bilden und den entsprechenden Ubergang ausfithren. Dies
wiederholt man fiir jeden Gitterpunkt (z,y). Ein solcher ”Felddurchlauf” wird sweep
genannt und als Zeiteinheit benutzt.

Metropolis als Minimierungsalgorithmus

Verwenden wir nun die Boltzmannverteilung”:

p=e" (3.6)
Bei dieser Verteilung sind Zustande mit kleinerem Funktionswert wahrscheinlicher als
mit groferem. Das bedeutet, dafl der Algorithmus, falls die Zustandsdichte dort nicht
zu klein ist®, meist Konfigurationen in der Nahe des globalen Minimums auswéhlt. Bei
einem globalen Minimum wird also die Verweilzeit am gréfiten sein. Diese Eigenschaft
kann zur Bestimmung des Minimums verwendet werden. Diese Verweilzeiten hingen
jedoch von dem Steuerparameter T' (im allgemeinen der Temperatur bzw. der thermi-
schen Energie kT') ab. Je groler dieser ist, desto kiirzer werden die Verweilzeiten in
einem Minimum.

Bei den bisherigen Uberlegungen wurde vorausgesetzt, daf das System im Gleichge-
wicht ist. Der Begriff des Gleichgewichtes ist dabei an den der statistischen Physik
angelehnt. Im Gleichgewicht bewegen sich die Werte aller Observablen des Systems
(vor allem der Funktionswert) in der Nahe ihres "thermischen” Erwartungswertes.

Bei groflem Steuerparameter wird die Verweilzeit in einem Minimum verhéltnisméafig
klein sein. Bei lokalen Minima ist dies auch erwiinscht. Beim globalen Minimum sollte
die Verweilzeit moglichst grof sein, was durch einen kleine Wert des Steuerparameters
erreicht werden kann. Die geschickte Wahl dieses Parameters ist entscheidend fiir das
Auffinden der Minima. Durch die in Abschnitt 3.3.3 Erweiterung kann man aber dieses
Problem umgehen. Der Algoritmus, den man dann erhélt, heifit Simulated Annealing.

"Im physikalischen Zusammenhang ist natiirlich die Funktion f die Energie des Zustandes und
der Steuerparameter T' die thermische Energie kT

8Wenn die Zustandsdichte in einem Minimum klein ist, wird der Algorithmus hiufig versuchen
diesem zu entkommen. Dadurch wird die Verweilzeit im diesem Minimum gemessen an seiner Tiefe
relativ klein sein. Auflerdem wird der Algorithmus relativ lange brauchen, es zu finden.
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3.3.3 ”Simulated Annealing”

"Simulated Annealing” ist eine Aneinanderreihung mehrerer Metropolislaufe mit fal-
lenden Werten des Steuerparameters 7. Die Endkonfiguration eines Laufes ist dabei
die Startkonfiguration des nachsten. Begonnen wird bei groflen Werten des Steuer-
parameters. Hier ist das System noch nicht sehr stark lokalisiert. Dennoch ist die
Verweildauer am globalen Minimum verglichen mit anderen Bereichen des Konfigura-
tionsraumes auch jetzt am groBten. Durch Absenken des Steuerparameters wird diese
kontinuierlich erhoht, bis bei sehr kleinem T' die Wahrscheinlichkeit, das Minimum zu
verlassen, verschwindend gering ist.

Da ein Minimum gesucht ist, kann man, wenn man eine Konfiguration in der N&he
des gesuchten Minimums kennt oder ahnt, diese als Startkonfiguration wahlen und
mit einer niedrigeren Temperatur beginnen. Wenn diese Wahl geschickt war, wird
der Algorithmus mit groler Wahrscheinlichkeit direkt in das Minimum hineinlaufen.
Dadurch 148t sich einiges an Rechenzeit einsparen.

Die Bestimmung des Minimums beim ”Simulated Annealing -Algorithmus” erfolgt
erst dann genau, wenn die Temperatur k7' = 0 erreicht ist. Vorher sind im System
immer noch Fluktuationen vorhanden. Diese kénnen sich verschieden stark bemerkbar
machen. In Kapitel 6 zeigt sich, daf3 die Fluktuationen auf der Oberfliche zwar nicht
mehr wahrnehmbar sind (ihre Amplitude ist deutlich kleiner als die der Struktur), in
der Energie aber noch ein deutlicher Abfall zu bemerken ist. Er ist proportional zur
Anderung der thermischen Energie.

3.3.4 Die Autokorrelationszeit

Die Startkonfigurtion wird in der Regel keine Gleichgewichtskonfiguration sein, d.h.,
die Werte der Observablen werden noch deutlich von ihren "thermischen” Erwartungs-
werten abweichen. Der Algorithmus wird einige Zeit bendtigen, um das Gleichgewicht
einzustellen. Erst dann sind Aussagen iiber Minima etc. mdglich. Diese Thermalisie-
rungszeit 7 ist jedoch nicht fiir alle Observablen die gleiche.

Um diese Zeit zu ermittlen, betrachten wir zunédchst die Korrelation zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Konfigurationen. Diese werden noch stark miteinander korrelliert
sein (Bei der Membran zum Beipiel wird sich die Auslenkung an vielen Punkten nicht
geandert haben.). Sind zwei Zustdnde im Abstand® k unkorreliert, so gilt fiir eine

beliebige Observable O:
<00 > = <0; >< 0441 >
= <0;>?

Die zweite Gleichung wird mit Hilfe der zeitlichen Translationsinvarianz gewonnen.
Damit erhdlt man fiir unkorrelierte Zustande:

= <0054, >—<0;>*=0 (3.7

9Die Indizes bezeichnen das Element der Markovkette und reprisentieren so die Zeit.
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Sind die beiden Zustadnde jedoch korreliert, gilt (3.7) nicht mehr. Im Extremfall
vollstandiger Korrelation (k = 0) wird aus (3.7) die Varianz:

ol =< 0> —-<0;>*#0

Normiert man die Gleichung (3.7), so erhalt man die Autokorrelationsfunktion A(k).
Fir vollig korrelierte Zustdnde hat sie den Wert 1, fiir v6llig unkorrelierte den Wert
0. Alle anderen Félle ordnen sich dazwischen ein. Sie mifit also die normierte Starke

der Korrelation.
_ < OiOi.}_k > =<K Oi >2

Alk) = <0?>—-<0;>?

(3.8)

Fiir hinreichend grofie k fallt A(k) exponentiell mit einer charakteristischen Zeit o
(Autokorrelationszeit) ab [27]:

A(k) ~ e
Da wir eine Computersimulation betrachten, miissen wir die thermischen Er-
wartungswerte durch entsprechende Schatzungen - die sogenannten Monte-Carlo-
Erwartungswerte - ersetzen. Diese sind der Mittelwert iiber N Werte von O. Da aber
aufeinanderfolgende Werte miteinander korreliert sind, wird der Mittelwert iiber Werte
von O im Abstand M zueinander gebildet. Dabei mufl M gréfler als die Autokorrela-
tionszeit sein.

NM
<0; >= > Ojmyi
i=0

Bei der Messung von A(k) ist die Autokorrelationszeit 79 aber noch unbekannt. Des-
halb fithrt man die Messung fiir verschiedene und grole M aus. Wenn A(k) von M

unabhangig wird, hat man die richtige Gré8enordnung erreicht.

Aus der Autokorrelationszeit kann man nun auf die Thermalisierungszeit schlieflen.
Als Faustregel gilt[27]:
T=PB1 1<B<3

Die Lange eines Metropolislaufes 77 sollte etwa 7 sein.



Kapitel 4

Die numerische Realisierung

In diesem Kapitel sollen die differentialgeometrischen, elastizitatstheoretischen und nu-
merischen Ergebnisse zusammengefaflt werden. Dabei werden noch einige numerische
Detailfragen geklart, die sich aus der speziellen Situation ergeben haben.

4.1 Realisierung des physikalischen Modells auf
dem Computer

Die Membran wurde als Funktion z(u,v) auf einem quadratischen N x N Gitter be-

schrieben . Die Membranoberflache wird dabei durch Z(u,v) = y(v) parame-
z(u,v)
trisiert. Durch z(u) = & u und y(v) = £ v wird das Gitter in die Parametrisierung

eingefiihrt, wobei L die physikalische Kantenliange des Systems ist. Die Parameter
u,v € [0,..., N — 1] geben den Gitterplatz an. Damit entspricht die Darstellung der
Membran einer Monge-Dartellung (A.2) auf einem Gitter. Die Grofie des Gitters wurde
auf N = 16 festgelegt. Diese Grofe ist ein Kompromif, der eine ausreichende Genau-
igkeit bei akzeptablen Rechenzeiten ermdglichen soll.

Die zu minimierende Funktion ist die um Dehnung erweiterte Biegeenergie, in der in
Kapitel 2 aus der Elastizitdtstheorie gewonnenen und spater in Kapitel 5 erweiter-
ten Form. Das Integral geht dabei in die Summe iber alle Gitterpunkte iiber. Das
Integrationsmafl dA wird durch die Flache AA am Gitterpunkt ersetzt.

E = E(z(u,v)) = _ g(2(u,v))AA(2(u,v)) = > g(u,v)AA(u,v)

Da keine Krifte zwischen den Molekiilen beriicksichtigt wurden, also eine kontinuier-
liche Theorie zugrunde liegt, kann der Gitterabstand beliebig fein, auch feiner als der

41
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Molekiilabstand®, gewahlt werden. Damit kann die Kantenlinge des Systems frei als
Parameter eingestellt werden.

Um Rechenzeit zu sparen, wurden fiir jeden Gitterpunkt alle Ableitungen, alle Kriim-
mungen, die Metrik und die lokale Energie in einem Datenfeld gespeichert. Neben
diesem Hauptdatenfeld wurde ein zweites, kleineres Datenfeld zur Speicherung der
jeweiligen lokalen Daten verwendet. Nach Jeder Anderung der Auslenkung eines Auf-
punktes wurde der komplette Datensatz fiir diesen Punkt und seine Nachbarpunkte in
das kleinere Datenfeld kopiert. Dabei wurden Nachbarpunkte, deren Indizes auerhalb
des Feldes lagen (z.B. u = N oder u = N + 1), wegen der periodischen Randbedingun-
gen von der anderen Seite des Hauptdatenfeld (u = 0 statt w = N) entnommen. Der
gednderte Punkt lag immer in der Mitte des Datenfeldes. Dadurch vereinfachte sich
die Berechnung der lokalen Energieinderung, da die Indizes der an der Berechnung
beteiligten Punkte, nicht erst aufwendig bestimmt werden mufiten. Da im Metropolis-
algorithmus nicht jede Anderung Bestand hat, stehen so ggfs. die alten Daten weiterhin
zur Verfliigung.

4.2 Die verwendeten Algorithmen

Der hauptsachlich eingesetzte Algorithmus war ”Simulated Annealing”. Zur Messung
der Energiebarriere und bei der Betrachtung einer Membran unter Spannung wurde
aber auch der reine Metropolisalgorithmus eingesetzt. Bei der Uberpriifung der analy-
tischen Ergebnisse in 6.3.2 wurde auf den deterministischen Absteigealgorithmus (siehe
3.2) zuriickgegriffen.

4.2.1 Metropolisalgorithmus und ”Simulated Anneling”

Um die Lokalitdt der Biegeenergie auszunutzen, wurde immer nur an einem Gitter-
punkt die Auslenkung verdndert. An Hand der daraus resultierenden Energiednderung
wurde dann gemaB der Ubergangsmatrix (3.5) entschieden, ob die Anderung verworfen
oder ibernommen wird. Als Steuerparameter wurde dabel die thermische Energie kT
verwendet. Dies wurde fiir jeden Gitterpunkt wiederholt. Ein solcher Durchgang durch
das ganze Gitter heifit sweep. Der ganze ProzeB wurde fiir eine gewisse Zeit (Metro-
polislauflinge) wiederholt. Die Metropolislauflinge wurde dabei so eingestellt, daB die
Membran sich am Ende mit hoher Wahrscheinlichkeit im Gleichgewicht befand (siehe
dazu auch 3.3.4 und 6.6.3).

Beim ”Simulated Anneling”-Algorithmus (siehe Struktogramm in Abbildung 4.1) wer-
den mehrere Durchldufe des Metropolisalgorithmus mit fallender thermischer Energie
kT hintereinander ausgefiithrt. Die Endkonfiguration eines Laufes dient dabei als An-
fangskonfiguration des nachsten. Die Zahl dieser Laufe wurde so gewdhlt, dafl die

m Laufe der Untersuchungen zeigte sich, daf§ dies sogar notwendig ist.
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verbleibenden thermischen Fluktuationen das Ergebnis nur noch unwesentlich beein-
flussen.

- Berechne Startkonfiguration

Fir alle Gitterpunkte

-Andere Konfiguration an einem Gitterpunkt

- Berechne Energiednderung AE

Energieanderung negativ AE ?

Ja Nein
_AE
Zufallszahl < p=e %7 7
Behalte neue Ja Nein
Konfiguration Behalte neue Verwerfe neue
Konfiguration Konfiguration

solange bis Gleichgewicht erreicht

- Erniedrige kT : kT = kT * f

solange bis keine wesentliche Anderungen mehr

Abbildung 4.1: Struktogramm des Simulated — Annealing — Algorithmus

Die Ubergangsmatrix des zugrundeliegenden Markovprozesses

Es wurde die Ubergangsmatrix des Metropolisalgorithmus (3.5) mit der Boltzmannver-
teilung verwendet. Die Auswahlwahrscheinlichkeit Q wurde dabei wie folgt angesetzt:

Da, um die Lokalitdt der Energie auszunutzen, die Auslenkung immer nur an einem
Gitterpunkt gedndert wurde, bekommt man fiir jeden Gitterpunkt eine andere Aus-
wahlmatrix Q. Fiir den Ablauf des Algorithmusses ist dies unerheblich, da dadurch
weder die Ergodizitdt noch die "detailed balance” gestért werden. Dariiber hinaus
wurden nur Anderungen der Auslenkung von —Az bis +Az zugelassen. Damit ist die
Auswahlwahrscheinlichkeit fiir alle Konfigurationen Null, deren Unterschied zur Aus-
gangskonfiguration gréfer als die Anderung der Auslenkung um maximal Az an dem
einen Gitterpunkt ist. Auf den verbleibenden Konfigurationen wurde die Gleichver-
teilung gewahlt, d.h., die Anderung der Auslenkung ist gleichverteilt auf dem Inter-
vall [=Az, ..., Az]. Die Beschrankung der Anderung der Auslenkung verhindert, da8
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Konfigurtionen mit grofien lokalen - also physikalisch sinnlosen - Auslenkungen direkt
erreicht werden kénnen. Dadurch wird aber Rechengeschwindigkeit gewonnen. Solche
Konfigurationen sind aber dennoch in endlich vielen Schritten mit nicht verschwinden-
der Wahrscheinlichkeit erreichbar. Die Ergodizitat ist also nicht verletzt.

Rechengeschwindigkeit und Akzeptanzrate

Der Wert von Az hat einen groflen Einflul auf auf die Akzeptanzrate. Anfangs war
er mit der halben Kantenldnge der Membran (ca. 4nm) zu grofl gewahlt. Durch sehr
kleine Az, werden dagegen auch physikalisch sinnvolle Auslenkungen unterdriickt.
Das System entwickelt sich dann aber gleichmafliger, so dafl die grofleren Auslenkungen
trotzdem zustande kommen kénnen.

Im Laufe der Untersuchungen stellte sich heraus, dafl bei festem Az die Thermali-
sierungszeit bei fallender Temperatur zunimmt und die Akzeptanzrate abnimmt. Bei
konstanter Akzeptanzrate bleibt aber auch die Thermalisierungszeit konstant. Es zeig-
te sich, dafl die Akzeptanzrate konstant gehalten werden kann, wenn fiir Az,,,, gilt:

Azpas = 1nm x 21°810(iTgn0) (4.1)

Bei der Temperatur kTpqn, nimmt Az,,,, den Wert Inm an. Durch diesen Ansatz
wird erreicht, dafl die Metropolislauflinge 73, im wesentlichen von der Temperatur
unabhangig ist. Im Gegensatz dazu findet sich in der Literatur hdufig die Regel, da8
Tp mit fallender Temperatur vergroBert werden mufB. So findet sich in [28], daf8 bei
jeder Temperaturdnderung um einen Faktor die Metropolislauflinge um einen anderen
geeigneten Faktor zu erhéhen sei. Nach [29] sollte folgender Zusammenhang zwischen
aktueller Temperatur 7' und der Gesamtlaufzeit ¢ bestehen:

CO’nSt. const.
& t>e T
Int

Beide Vorschlange tragen der Tatsache Rechnung, dafl mit fallender Temperatur in der
Regel die Akzeptanzrate zuriickgeht. Diese Abnahme wird dann durch langere Lauf-
zeiten kompensiert. Dabei sind dann aber die einzelnen Metropolisldufe nicht mehr
optimal eingestellt. Der Ansatz (4.1) sorgt dafiir, da8 jeder Metropolislauf weiterhin
mit optimaler Geschwindigkeit das System simuliert. Dadurch wird Rechenzeit ein-
gespart. Eine solche Anpasung (4.1) ist aber nicht in allen Simulationen (z.B. beim
Isingmodell) méglich, da ein kontinuierlicher Konfigurationsraum notwendig ist.

Wihrend der Berechnungen? wurde die Akzeptanzrate kontinuierlich gemessen. Um
stets eine gute Simulation zu gewéhrleisten wurde darauf geachtet, dafl die Akzeop-
tanzrate immer zwischen 30% und 60% lag. War dies nicht der Fall, wurde die Refe-
renztemperatur k75,45, entsprechend korrigiert.

%Von den Berechnungen zu Kapitel 6 an.
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Die Anfangssituation

Als Startkonfiguration kamen verschiedene Konfigurationen zum Einsatz. Bei den er-
sten Untersuchungen wurden Ebene, " Pseudosattel” (siehe 5.1), Zufallssituationen und
ein sogenannter modifizierter Cosinus (siehe Gleichung (6.1) und Abbildung 6.1) ver-
wendet. Spater, als bereits 2-Sattel-Strukturen (siehe 6.2 und Abbildungen 6.4 bis 6.7)
gefunden worden waren, wurden die Ergebnisse vorheriger Rechnungen als Anfangssi-
tuation verwendet.

Messung der Energie, Fliche und Amplitude

Energie und Fliache wurden wéahrend des Programmlaufs stdndig neu berechnet, da
von ihren Werten der weitere Programmablauf abhing. Sie wurden dabei standig pro-
tokolliert. Die Amplitude @ war in diesem Program als

a= max |z(u,v)|
alle Gitterpunkte (u,v)

definiert. Sie wurde alle 1000 sweeps gemessen. Gegebenenfalls konnte diese auch kon-
tinuierlich geschehen. Die Werte der Amplitude wurden dann protokolliert.

4.3 Die Berechnung der Energie

4.3.1 Berechnung der Ableitungen

Bei numerischen Berechnungen treten die Differenzenquotienten an die Stelle der Dif-
ferentialquotienten. Aus der Taylorreihe einer Funktion f(z,y) um den Punkt (0,0)
kann man verschiedene Differenzenquotienten herleiten, indem man die Werte der Rei-
he bei f(nh,mh) (h = Gitterabstand) mit geeigneten Koeflizienten kombiniert. Man
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erhalt :

fiir die erste Ableitung :

1.1)  zu(u,v) = z(u+h’”)2_hz(u_h’”) 2-Punkt-Formel

12) zu(u, ‘U) _ —z(u+2h,'u)+82(u+h,:g;SZ(U—h,v)-}-z(u—h,v) 4-Punkt-Formel
fiir die "rechtsseitige” erste Ableitung :

2.1) zyi(u,v) = AL’W,L_MM 2-Punkt-Formel

2.2) zyi(u,v) = _Z(u+2h’”)+4z2(:+h’”)_3z(u’”) 3-Punkt-Formel
fiir die zweite Ableitung :

3.1)  zuw(u,v) = z(“+h’”)_2z(,;’”)+z(“_h’”) "enge” 3-Punkt-Formel

3.2) zy(u,v) = z(""'zh’”)_2’&;’)“(”_2"'0) 3-Punkt-Formel

33) zuu(u; ’U) — —z(u+2h,v)+162(u+h,v)+122(’1:2,v)+162(u—h,v)—z(u—h,v) 5_Punkt-Formel
fiir die gemischte zweite Ableitung :

41) zuv(u7 ’U) — z(u-I—h,'u-I—h)z(u—h,v-l—f;)’;(u-}-h,v—h)z(u—h,'u—h) 4-Punkt-Formel

Die linksseitigen Ableitungen 2, werden analog gebildet.

Die verschiedenen Formeln fiir eine Ableitung unterscheiden sich in zweierlei Hinsicht:

o Je mehr Punkte verwendet werden, desto genauer stimmt der Differenzenquotient
mit der Ableitung tiiberein.

e Je mehr Punkte verwendet werden, desto héhere Forderungen werden an die
Glattheit der Funktion gestellt.

Innerhalb der Simulation kann keinerlei Glattheit der Oberfliche vorausgesetzt werden.
Bei Differenzenquotienten, die hohe Anforderungen an die Glattheit der zu differen-
zierenden Funktion stellen, kann die Abweichung vom Wert der Ableitung bei weniger
glatten Funktionen grofl werden. Solche Funktionen sind aber auch Elemente des Kon-
figurationsraumes. Sie sollten aber wegen ihrer hohen Energie vom Algorithmus in der
Regel verworfen werden. Bei einigen dieser wenig glatten Funktionen lieferten die Dif-
ferenzenquotienten mit hoheren Anforderungen an die Glattheit zu kleine Werte, so
daf} fiir die Energie ebenfalls ein zu kleiner Wert berechnet wurde. Daher wurden nur
die jeweils ersten Differenzenquotienten (Zeilen 1.1), 2.1), 3.1) und 4.1) ) verwendet.
Ein wesentlicher Verlust an Genauigkeit war nicht festzustellen.

Mit diesen Differenzenquotienten wurden dann mittels der im Anhang A angegebenen
Formeln die Kriimmungen berechnet.
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4.3.2 Berechnung der Flache

Die Flache AA der Membran an einem Gitterpunkt wird aus der Metrik v und der
projizierten Flache AA,,,; an diesem Gitterpunkt berechnet:

AA = 4 Adp, (4.2)

mit vy = /14 22+ 22 (4.3)

Bei symmetrischen, scharfen Extrema verschwinden jedoch die Ableitungen z,, und z,,.
Daher wird die Metrik v ~ 1 und damit AA ~ AA,,,; Die Fliche der Membran in
der Umgebung dieses Extremums ist jedoch gréfler als die entsprechende projizierte
Flache. Dieser Flachenzuwachs wird so vollkommen vernachlafigt. Deshalb wurde fiir
die Metrik eine modifizierte Formel mit rechts- und linksseitigen Ableitungen verwen-

det:
i+ 22 2 422
— 1 u+ u v+ v
7 \/ T2 T
Diese Modifikation stellt die Flache eines scharfen Extremums genauer dar, da der
Flachenzuwachs in den Flanken durch die seitlichen Ableitungen wesentlich genau-

er bestimmt werden kann. Bei verhdltnisméafig ebenen Oberflichen verursacht diese
Formel jedoch einen kleinen Fehler.

Fir die Berechnung von H und K wurde weiter die urspriingliche Formel verwendet.

4.3.3 Berechnung der Gradienten der Kriimmungen

Bei der Berechnung der Gradiententerme® der Kriimmungen traten dhnliche Proble-
me auf wie bei der Flachenberechnung. Bei Situationen mit scharfen Extrema in den
Krimmungen wiirden die Gradiententerme bei Verwendung der iiblichen 2-Punkt-
Formel sehr klein werden (Der Wert der linken und rechten Nachbarpunkte wird etwa
gleich). Dies 1aBt sich jedoch mit Hilfe der Seitenableitungen vermeiden:

K, +KZ_ N K} + K2
2 2

Da nun K,i(u,v) = K,_(u + 1,v) ist, wurde, um Rechenzeit zu sparen, folgende
Vereinfachung vorgenommen :

(VK) =

(analog fiir H)

(VK)? =K., + K., (analog fiir H)

Wenn die Metrik y(u, v) konstant ist fiir alle u, v, dann bedeutet diese Anderung kei-
nen Fehler. Entsprechend sollte der Fehler bei glatten Oberflichen (und sich damit
langsam &dndernder Metrik ) klein sein. Bei rauheren Oberflichen, bei denen sich v
entsprechend schneller &ndert, wird dieser Fehler gréfler. Dort sind aber die Werte von
V H und VK an sich schon grof8. Damit ist die Energie dort gro8. Der Metropolisalgo-
rithmus wird daher solche Strukturen vermeiden. Die Simulation wird deshalb durch
diesen Fehler nicht beeintrachtigt.

3Im Laufe der Untersuchungen in Kapitel 5 wurde es nétig, das Energiefunktional zu erweitern.
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4.3.4 Berechnung der Energieinderung

Bei der Berechnung der Energieinderung wurden nur die Werte der Ableitungen,
Kriimmungen usw. neu berechnet, die sich durch die Anderung der Auslenkung mit-
gedndert hatten. Fiir alle Punkte, an denen sich etwas gedndert hatte, wurde dann die
neue lokale Energie ¢ und die Energiedifferenz berechnet.

g=rkoH? + ki (VH)? + k2K® + k3(VK)?® + ryK*

Die Moduln aus (2.36) wurden im Programm zu ko = 2. und k2 = K umbenannt.
Die drei anderen Terme ergaben sich wahrend der Untersuchungen (siehe 5).

4.4 Technische Details

Die Geschwindigkeit der Simulation 1a8t sich durch einige Parameter charakterisieren.
Folgende Werte erwiesen sich als sinnvoll:

Akzeptanzrate = 30— 60%
Metropolislauflinge = 10.000 — 30.000 teilweise bis zu 100.000
(reine Metropolislaufe)
Temperaturfaktor = 0.75...0.9
Temperaturbereich: kT = 1072'bis 1072 J

Anfangs waren diese Werte ungiinstiger gewahlt. Bei den ersten Simulationen lag die
Akzeptanzrate bei etwa (1...5) - 1072 und die sweeps/Temperatur bei nur 1.000 bis
4.000. Die Ergebnisse in 5.1 wurden mit solchen Werten gewonnen. Bei den Ergebnissen
aus 5.2 lag die Akzeptanzrate noch bei 1% bis 10 %.

Die Laufgeschwindigkeit des Programmes betrug 5.000 sweeps/Stunde auf ei-
ner DECstation 5000/125 und 40.000 sweeps/Stunde auf einer DECstation AXP
3000/400.

4.4.1 Zur graphischen Darstellung

Damit interessante Strukturen am Rand der berechneten Membran nicht iibersehen
werden kénnen, wurde die berechnete Membran viermal aneinandergesetzt (mit zusétz-
lichem Rand) ausgegeben.

Die Skalierung der z-Achse wurde so eingestellt, dal im Seitenrifl die Bemafung aller
Achsen den gleichen Mafistab haben®. Die abgedruckten Graphiken sind natiirlich
zusatzlich perspektivisch verzerrt.

4Sofern keine Uberhshung oder Stauchung in den Graphiken angegeben ist.
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In der linken und rechten oberen Ecke befinden sich die Werte der jeweils interessanten
Grofen. Die angegebenen Groflen sind im einzelnen:

Die lokale Energiedichte

Die Moduln &g bis &4

Die laterale Spannung o

Die Gesamtenergie der Membran

Beitrag zur Gesamtenergie durch xqH?

Beitrag zur Gesamtenergie durch x,(V H)?
Beitrag zur Gesamtenergie durch ky K2

Beitrag zur Gesamtenergie durch x3(VK)?
Beitrag zur Gesamtenergie durch k4 K*

Beitrag zur Gesamtenergie durch o(Areat — Apro;)
reale Flache (absolut und auf A,,,; bezogen)
aktuelle thermische Energie

maximale Auslenkung der Membran

maximaler Hohenunterschied benachbarter Stiitzstellen
Zeit in sweeps

Akzeptanzrate

Die in den Grafiken angegebenen Energiewerte enthalten mit Ausnahme der Werte bei
der Bestimmung der optimalen Periode die Energie der Fluktuationen.
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Kapitel 5

Die Erweiterung des
Energiedichtefunktionals

Es zeigte sich, dafl das in Kapitel 2 aufgestellte Energiefunktional (2.36) zur Bildung
von stabilen und physikalisch sinnvollen Strukturen nicht ausreichte. Es war daher
notwendig, das Energiefunktional zu erweitern.

5.1 Ergebnisse mit dem erweiterten Energiefunk-
tional

In dem hier verwendeten Modell (Monge-Darstellung iiber quadratischem Gitter
mit periodischen Randbedingungen) konnen zwei Terme aus Gleichung (2.36) ver-
nachléssigt werden:

o Im thermodynamischen Gleichgewicht ist keine Seite der Membran gegeniiber der
anderen ausgezeichnet. Die Symmetrie zwischen beiden Seiten ist nicht gebro-
chen. Daher verschwindet die spontane Kriimmung und damit auch der lineare
Term der Biegeenergie. Dariiber hinaus ist in diesem Computermodell die Mem-
barn als Funktion der Basisfliche gegeben. Es kénnen also keine Knospen o.a.
dargestellt werden. Dies ist aber fiir mit spontaner Kriitmmung nicht auszusch-
lieen

o Wegen des Satzes von GaufB-Bonnet verschwindet der lineare Term in der Gauf-
schen Krimmung K im Integral tiber ein Flachenstiick mit rechteckiger Grund-

flache und periodischen Randbedingungen (siehe Gleichung A.6 ff.).

Wir haben also als Energiedichtefunktional:

g = koH? + ko K% +06A (5.1)

51
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Fir ko (= 2k.) wurde ein mittlerer experimentell gemessener Wert verwendet
(ko = 1-107J bzw. ko = 2 - 107 J). Der Wert von s, wurde wiahrend dieser

Untersuchungen systematisch zwischen 107*! Jm?2 und 10737 Jm? variert.

Die Ausgangssituation war in beiden Féllen die
Ebene mit einer kleinen Pseudosattelstruktur (sie-

he nebenstehende Abbildung). Durch diese Struk- 0.

=
<
tur sollte ein ”Kristallisationpunkt” fiir die Sattel- "0..0.’

bildung vorgegeben werden. Es erwies sich aber,
daf diese Strukturen keinen Vorteil bringen.

'Pseudosattel’

Die Simulation mit diesem Energiefunktional (5.1) ergab bei festem ko zwei unter-

schiedliche Klassen von Strukturen:

e cine "sattelartige” Struktur (Abbildung 5.1)

Diese Struktur entspricht schon weitgehend der in Abschnitt 2.3.1 postulierten
Struktur (Abbildung 2.3). Die Struktur ist aber in sich verzerrt. Insbesondere
sind die Sattel asymmetrisch. Diese Strukturen traten nur fiir (betragsmafig)

kleinere Werte von «y auf (|ka| < 9-107* Jm?).

g =0.595 mJ/m"2 g = KO*H"2 + k2*K"2 E = 189.10e-21J!!
k0O =1.0e-19J EH2 = 34.00 e-21)
k2 =-5.0 e-41 Jm"2 EK2 = 0.0002e-21J
sigma=0.1 J/m"2 E_A= 155.10 e-21J

A = 65.51 nm”2

= 102.36 % s
RN
AN &“‘s 2R

v
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ARELRNEA N
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Abbildung 5.1: Die ”sattelartige” Struktur
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e cine "ungeordnete” Struktur (Abbildung 5.2).

Sie trat fiir |ky| > 1-107%° Jm? auf. Diese Strukturen waren in keinem Lauf auch
nur anndhernd konvergiert. Die Energie, Flache und Amplitude dieser Strukturen
hatten noch keinen Gleichgewichtswert erreicht. Typisch fiir diese Strukturen ist
die groBe Zahl von sehr hohen Spitzen von einigen 10um Héhe!. Da der Hohenun-
terschied zwischen zwei Stiitzstellen? sehr viel gréfier als die Doppelschichtdicke
ist, kann diese Struktur keine reale Membran beschreiben. In einer realen Mem-
bran wéren zuvor - hier nicht beriicksichtigte - Gegenkrafte aufgetreten.

An den Spitzen werden die Krimmungen sehr grof. Dadurch dominiert im Ener-
giedichtefunktional

g =koH? + k3 K? =~ koc® — |Kac?

der quartische Term. Je hoher die Spitzen werden, desto gréfler wird dort die
Kriimmung und desto gréfler wird der Betrag der Energie.

g =1.5e+16J/m2 g = KO*HA2 + k2*K"2 E = 1.10e+9JM
kO =1.0e-19J EH2= 3637 J
k2 =-1.0 e-40 Jm~2 EK2= 1.10e+9JM
om0 LS FAS Tabein
=1.12e9 %
1= 5025, ‘ { ”\
l
' :4 R
g,
zInm ‘ . ‘ vl‘ ‘ ""‘V’
20000 ‘ ‘\ { )‘" \\J' \'
IO "’ s " &
20000 z ,
m 4 4

1 10.000-fach gestaucht

Abbildung 5.2: Die "ungeordnete” Struktur

Da beide Strukturen fiir einige 10.000 sweeps bei sinkender Temperatur erhalten blie-
ben, sind beide Strukturen zumindest lokale Minima. Da nur fiir bestimmte Werte von
k, ein Ubergang in die "ungeordnete” Struktur stattfand, liegt eine Energiebarriere
zwischen beiden Minima. Deren Héhe nimmt mit wachsendem |k,| ab (sieche Abbildung
5.3. Die "Formachse” soll dabei den hochdimensionalen Konfigurationsraum auf einer
Achse zusammenfassen.). Ab |k,| > 107%° Jm? ist sie dann so niedrig, daf8 innerhalb
der vorgegebenen Metropolislauflinge der Ubergang stattfindet.

Diese Hohe war nach dem Ende eines Programmlaufes erreicht. Die Héhe dieser Spitze ist aber
sehr wahrscheinlich nicht begrenzt.
2Der Stiitztstellenabstand ist hier kleiner als der Molekiilabstand eines typischen Lipids.
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Beide Minima existieren vermutlich auf dem ganzen untersuchten k,-Bereich. Um dies

zu Uberpriifen, wurde ein Programmlauf mit der "ungeordneten” Struktur als Aus-

gangskonfiguration und einem fiir die "sattelartige” Struktur typischen Wert von k,
(=7-10"* Jm?) gestartet. Innerhalb weniger sweeps (3000 sweeps) wuchsen die Spit-
zen weiter (sieche Abbildung 5.4). Die Energie sank dabei etwa um einen Faktor 8 ab

(siehe Abbildung 5.3 links).

E/J . .
-0 | Energie’’ sattelartiger’” Strukturen
. K, [m"2
I I I
- -41
= 10 710 -310
divergent )
. v ¢ Energie
O N N ungeordenter
T gtrukturen

- =40
K,<-10 0 Kk,>-10

N\

Ebene "Form"

)/

"sattelartige"

chaotische ‘

Strukturen Strukturen

Abbildung 5.3: Gemessener Energieverlauf und angenommene Formabhdngigkeit. Die

”Form”-Achse soll den hochdimensionalen Konfigurationsraum auf einer Achse zu-

sammenfassen.

g =0.0197 J/m"2XS

g = kO*HA2 + k2*KA2

=154el7%
T =1.33e-20J
t = 3.000 sw

E = 195e+9J!
EH2= 6795 J
EK2= -1.95e+9J1!ll
E_A= 99 e9J

10.000-fach gestaucht

Abbildung 5.4: Die "ungeordnete” Struktur mat fir "sattelartige” Strukturen typischem

Ky = —T7-107" Jm? und 3000 sweeps nach Start aus der "ungeordneten” Anfangskon-

figuartion.
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Es zeigt sich also, daBl die "ungeordnete” Struktur fiir alle untersuchten Werte von 4
ginstiger ist. Eine reale Membran wiirde sich aber nicht in diese Struktur entwickeln,
da vorher Gegenkrafte auftreten, die so hohe Auslenkungen und Kriimmungen verhin-
dern. Da das verwendete Energiefunktional nur einen Ausschnitt aus der vollen Ent-
wicklung (siehe 2.31) darstellt, kénnen wir einen geeigneten Term hinzufiigen, durch
den diese Gegenkrifte dargestellt werden. Durch den Term

KZ4K4

148t sich ein Cutoff in der Gauflschen Kriimmung bei grolen Kriimmungen erreichen.
Dieser Term kostet bei groBem |K| viel, bei kleinem aber kaum Energie. Durch ihn
kénnen also die Gegenkréfte ausgedriickt werden. Die Einheit des neuen Moduls ist
[ka] = Jm®. In der Literatur ist mir keine Messung oder Abschatzung diese Moduls
bekannt. Es ist nun naheliegend dieses Modul aus dem Modul x, grob abzuschétzen,
da beide Moduln von Potenzen der Gauflschen Kriimmung sind. Die Dimension wird
durch eine charakteristische Lange des Systems ( der Monoschichtdicke A ~ 2nm)
korrigiert. Man erhalt:

Ka R Koh* x 1107 Jm?® (5.2)

Da wir - wie schon in Kapitel 1 erwéhnt - erwarten, daB sich die Uberstruktur ge-
gentiiber der lateralen Spannung &hnlich wie Fluktuationen verhélt, wird sie bei ver-
schwindender lateraler Spannung am ausgepragtesten sein. Wir werden uns daher im
folgenden zundchst auf diesen Fall konzentrieren. Damit erhalten wir als neues Ener-
giefunktional:

g = K/OHz + I‘Csz + I‘C4K4 (53)

Diskussion der Simulationsparameter

Bei den in diesem Abschnitt beschriebenen Ergebnissen lagen die Akzeptanzrate und
die Metropolislauflinge sehr niedrig (acc ~ (0.1...0.5)% und 1000 < 73, < 4000). Es
wurde aber ein groferer Temperaturbereich ( von ca. T = 107° J bis kT = 10723 J
in 32 Temperaturschritten) durchlaufen als bei spateren Rechnungen.

Wegen dieser ungiinstigen Wahl der Simulationsparameter findet der Ubergang in die
"ungeordnete” Struktur nicht schon bei betragsméfBig noch kleineren Werten von «,
statt. Bei erhhter Akzeptanzrate sinken die Ubergangszeiten. Dadurch wiirde schon
bei kleineren Werten von |s3| der Ubergang stattfinden. Denselben Effekt haben ver-
groferte Metropolislauflingen.

Erste Ergebnisse mit K*

Bei den ersten Laufen mit dem erweiterten Energiefunktional (5.3) ergaben sich Struk-
turen, die denen in Abbildung 5.1 sehr dhnlich waren. Die "ungeordneten” Strukturen
traten nicht mehr auf. Zur Kontrolle wurde ein Lauf mit der klassischen Biegeenergie
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Temperatur kT Amplitude u
10720J (.52 + .13)nm
1072t g (.115 £ .025) nm
1072 J (.037 + .006) nm
10727 (.0106 + .0019) nm
10724 g (.0030 + .0006) nm

Tabelle 5.1: Die Temperaturabhdingigkeit der Fluktuationsamplitude

g = ko H? durchgefiihrt. Fiir dieses Energiefunktional ist der Grundzustand bekannt.
Es ist die Ebene. Man erwartet daher, dal das Programm diese findet. Es ergab sich
jedoch wieder eine zu Abbildung 5.1 dhnliche Struktur. Bei dieser Struktur kann es
sich daher nur um Fluktuationen {iber der Ebene handeln. Um zu iiberpriifen, ob auch
die anderen ”sattelartigen” Strukturen Fluktuationen tiber der Ebene sind, wurden die
beiden Programmlaufe (mit ¢ = H? und mit (5.3)) mit erhohter Akzpetanzrate (ca
(2...10)%) und erhéhten Metropolislauflangen (von einigen 10.000 sweeps) wiederholt.
Es ergaben sich in beiden Féllen wiederum dhnliche Strukturen, deren Amplitude je-
doch deutlich kleiner war. Bei den ersten Rechnungen waren die Strukturen also noch
nicht konvergiert.

Als Referenz zu diesen Rechnungen wurde die Amplitude der Fluktuationen ermittelt.
Dazu wurden reine Metropolislaufe mit sehr langen Lauflingen bei fester Temperatur
durchgefiithrt(Ergebnisse siehe Tabelle 5.1). Dabei zeigte sich folgender Zusammenhang
zwischen Amplitude und Temperatur:

un~VET

Der Vergleich der Amplituden der untersuchten Strukturen mit denen der Fluktua-
tionen zeigt, dafl insbesondere bei den ersten Rechnungen die Amplituden fiir diese
Strukturen deutlich gréfler waren. Da diese Rechnungen noch nicht mit konstanter Ak-
zeptanzrate durchgefithrt wurden, nahmen die Relaxationszeiten mit sinkender Tem-
peratur zu. Bei kleinen Temperaturen lagen sie dann deutlich iiber der Metropolis-
lauflinge. Es waren daher keine wesentlichen Anderungen des Systems mehr festzu-
stellen. Die Strukturen wurden gewissermaflen nahezu eingefroren. Dieser Effekt war
natiirlich bei den kleinen Akzeptanzraten und Metropolislauflingen der ersten Rech-
nungen besonders ausgepragt. Da langwellige Moden langere Relaxationszeiten haben,
werden sie in einer "eingefrorenen” Struktur dominieren. Die Struktur eines einzelnen
Fluktuationsmode - also einer Cosinusfunktion tiber der Ebene - ist der gesuchten
Sattelstruktur sehr dhnlich. Aus diesem Grund sehen die ”sattelartigen” Strukturen
der Sattelstruktur dhnlich. Wegen ihres Verhaltens bei langen Metropolislauflingen
und ihrer positiven Energie sind sie jedoch als "eingefrorene” Fluktuationen iiber der
Ebene zu identifizieren.



5.2. DIE ERWEITERUNG DURCH GRADIENTENTERME 57

5.2 Die Erweiterung durch Gradiententerme

Um zu untersuchen, wie weit sich die Energie durch Vergroflern von |k,| absenken
1a8t, und wie die Strukturen, die sich dabei bilden, aussehen, wurde der Wert von
|ka| zwischen k3 = —1-1073¢ Jm? und Ky = —4 - 10736 Jm? variiert. Dabei ergaben
sich Strukturen negativer Energie. Da die nun verwendeten Werte von &, sich erheb-
lich von dem abgeschétzten Wert —0.5 - 1073¢ Jm? unterschieden, wurde versucht den
Wert von Ky so zu wahlen, das er moglichst dicht an der Abschatzung lag, aber die
Energie der Struktur negativ blieb. Dabei wurde der Stiitztstellenabstand auf einen
mittleren Molekiilabstand eingestellt. Wahrend dieser Untersuchungen wurden die Me-
tropolislauflinge und die Akzeptanzrate bis zu den in Abschnitt 4.4 genannten Werten
optimiert.

Fiir k3 = —1.1 - 1073 Jm? ergab sich eine Struktur (sieche Abbildung 5.5), bei der die
Auslenkungen an den Gitterpunkten - abgesehen von Fluktuationen mit sehr kleiner
Amplitude - nur drei verschiedene Werte annehmen: +0.15nm (H bzw. T) und 0nm
(0). Diese drei Werte sind in einem regelméfigen Muster angeordnet:

H - ~ H -

0
| | |
o - T - 0 -
| | |
H-0 - H -

| | |

Die Kanten in Abbildung 5.5 ergeben sich durch die lineare Interpolation zwischen
den Stiitzstellen. Die reale Membran wird jedoch eine glattere Struktur haben. Unter
dieser Annahme befindet sich bei dieser Struktur an jedem ”0-Punkt” ein Sattel. Man

hat also auf je zwei Stiitzstellen genau einen Sattel; im ganzen auf einem 16 x 16-Gitter
also 128 Sattel.

In einer Sattelstruktur gibt es zwei Punkte maximaler Krimmung. Dies sind die Ex-
trema und die Sattelpunkte. Sind die Krimmungen an allen diesen Punkten - wie in
Abbildung 5.5 - identisch, so erhdlt man fiir die Biegeenergie dort:

8

g = koc®— |ka|c* + K4c an den Extrema

g = |k2|c* + kac® Jgquadan den Sétteln

Diese Gleichungen haben bei geeignetem Koeffizienten ein Minimum mit ¢ > 0. Da
die Energie der Ebene Null ist, wird dieses Minimum negative Energie haben.

Es ist nun moglich die Sattelstruktur genau so auf ein Gitter zu legen, dafl nur die
Extrema und Sattelpunkte auf dem Gitter liegen. In diesem Fall erhalten wir fiir die
Ebergie einer so gebildeten Elementarzelle:

E = (2 Kkoc® — 4 |rylc* + 4 kec®)AA
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Bei geeigneten Koeffizienten hat diese Gleichung ein Minimum fiir ¢ > 0./ Daher
wir der Sattelabstand in dieser Struktur nur noch durch den Stiitzstellenabstand be-
stimmt. Beriicksichtigt man die Energie der Struktur zwischen den Stitzstellen, so
verschwindet die negative Energie. Es handelt sich also bei der 128-Sattel-Struktur
um einen Gitter-Artefakt.
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k4 =1.0e-71 Im"6 EK4 = 3155.70 e-21J
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Abbildung 5.5: Die 7128-Sattel”

Betrachten wir nun die Kriimmungen an den Gitterpunkten genauer. An den Extrema
sind die Krimmungen gleichorientiert, an den Sattelpunkten entgegengesetzt. Beide
Hauptkriitmmungen haben an jedem Punkt denselben Betrag. Wir erhalten also fiir
die mittlere Kriimmung H einen zur Auslenkung analogen Verlauf (an den Maxima
hat H den Wert ¢, an den Minima —c und an den Sattelpunkten den Wert Null).
Fir die Gauische Krimmung K erhalten wir eine starkere Oszillation. Die Gaufische
Kriimmung nimmt an den Extrema den Wert ¢® und an den Sattelpunkten den Wert

—C2 ar”n.

Um diese Struktur zu unterdriicken, werden wir das Energiefunktional um einen Term
erweitern, der fiir einen unteren Cutoff beziiglich des Sattelabstandes sorgt. Aufgrund
der starken Oszillation der Gauflschen Kriimmung in dieser Struktur kann dies durch
den Gradienten der Gauflschen Kriimmung erreicht werden:

k3 (VK)?

Durch diesen Term sind Strukturen mit gréBerem Sattelabstand und damit geringere
Anderung der Kriimmung energetisch giinstiger. Damit hat man als neues Energie-
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funktional:

g=koH? + kaK?® + k3(VK)? + k4K*
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(5.4)

Die Simulation mit dem so erweiterten Energiefunktional ergab jedoch eine der ”128-
Sattel”-Struktur (sieche Abbildung 5.5) &hnliche Struktur (siehe Abbildung 5.6). In
dieser Struktur treten jedoch nur noch Minima (T) und Maxima(H) auf. Diese ordnen
sich wiederum - abgesehen von einer Stérung - zu einer regelmafigen Struktur an:
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Da die reale Membran eine glatte Struktur haben wird, findet man zwischen den
Gitterplatzen Sattelpunkte. Man erhélt so einen Sattelpunkt (S) pro Stiitzstelle.
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Abbildung 5.6: Die "256-Sattel”-Struktur

Bei dieser Struktue handelt es sich um einen dhnlichen numerischen Artefakt wie bei
der 128-Sattel-Struktur. Hier hat sich aber der Abstand zwischen den Sattelpunkten
noch weiter reduziert. Dabei verschwindet der Gradient der Gau3schen Kriimmung, da
sie fiilr Minima und Maxima denselben Wert K = ¢? hat. Daher triagt der neue Term im
Energiefunktional bei dieser Struktur nicht zur Energie bei. Die mittlere Krimmung
dagegen oszilliert (Die mittleren Kriimmungen an den Minima (H = —c) und Maxima
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(H = c) sind genau entgegengesetzt). Analog zum ersten Gradiententerm wird daher
ein zweiter Gradiententerm eingefiihrt:

k1 (VH)?

Die Werte der neuen Moduln wurden, wie fiir k4 (siehe Gleichung(5.2)) beschrieben,
abgeschitzt. Man erhilt k; ~ 1073"Jm? und k3 ~ 10754 Jm?.

Das Ziel weiterer Untersuchungen war nun, nach Auffinden einer Zwei-Sattel-Struktur
(siehe Abbildung 6.2), den Einflul der Gradiententerme so gering wie moglich zu
machen. Dazu wurden die entsprechenden Moduln im Laufe der Rechnungen reduziert.

Aufgrund dieser Ergebnisse haben wir folgendes Energiefunktional erhalten:

g = (koH? + si(VH)? + kK? + ka(VK)? + kK*) AA (5.5)
mit
Ko = 2.0-107°J
K1 = (10738 ... 107%7) Jm?
Ky = | (=5-10737 — 4.1073%) Jm?
K3 = (107°¢...107%*) Jm?*
Ka = (10—72 10~ 70) 6

Dabei wird durch die Gradiententerme einen numerischen Artefakt unterdrucken, der
im Kollabieren des Sattelpunktabstandes (sieche Abbildung 5.5 und 5.6) besteht. Durch
den K*-Term werden extreme Kriimmungen und damit extreme lokale Auslenkungen

(siehe Abbildung 5.2) unterdriickt.



Kapitel 6

Sattelstrukturen negativer Energie

Nachdem wir in Kapitel 5 ein geeignetes Energiefunktional gefunden haben, war das
nachste Ziel, die in 2.3 vermuteten Sattelstrukturen zu finden und ihre Eigenschaften
(z.B. Aktivierungsenergie, Verhalten gegeniiber lateraler Spannung etc.) zu untersu-
chen.

6.1 Die 8-Sattelstruktur

6.1.1 Erste Sattelstruktur mit negativer Energie

Durch die Erweiterung des Energiefunktional in Kapitel 5 zur Form (5.5) wurde fiir
alle bisher gefundenen Strukturen die Energie fiir die zuletzt verwendeten Moduln
(siehe dazu Abbildung 5.6) positiv. Ananlog zu Abschnitt 5.2 wurde daher k, variiert,
um erste Strukturen negativer Energie zu finden und ihre Struktur zu finden. Da die
neu hinzugekommenen Terme alle positive Beitrdge zur Biegeenergie leisten, wurde
|ka| zunachst deutlich grofler gewahlt:

Ky =4-1073¢ Jm?

Das ist das achtfache der Abschatzung (2.35). Fiir ko wurde weiterhin ein mittlerer
gemessener Wert verwendet ( 2 - 1071 J).

Um schneller zu einem Minimum zu gelangen wurde versucht, eine Anfangskonfigu-
ration in der Ndhe des vermuteten Minimums zu wahlen. Dazu wurde die folgende
Funktion (”modifizierter Cosinus”, siche Abbildung 6.1) verwendet!:

z(u,v) = cos[2mv - (1 4 cos(mv))] — cos[2m u - (1 + cos(m u))] (6.1)

Diese Funktion enthéilt weite Flachen , die nahezu eben sind und deshalb kaum Energie
kosten und ausgepragte Sattel, die einen Energiegewinn bringen sollten.

Der (14 cos(m,v))-Faktor im Argument des Cosinus verzerrt die v-Achse des Cosinus so, daf§ das
Maximum schérfer und das Minimum breiter wird.

61
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Abbildung 6.1: Der "modifizierte Cosinus”

Um nicht durch hohe Temperaturen ein moglicherweise schmales Minimum wieder zu
verlassen, wurde mit einem Metropolislauf bei niedriger Temperatur (T = 10722 J)
begonnen. Die Energie dieser Anfangskonfiguration ist noch deutlich positiv. Sie wurde
aber bereits nach wenigen Sweeps negativ. Dabei begannen sich Sattel auf den Riicken
und in der Ebene der Anfangsstruktur zu bilden (siehe Abbildung 6.2). Es entwickelte
sich eine Struktur (sieche Abbildung 6.3), die auf dem berechneten Gitter? acht Sattel
enthielt.

E =-1228.62 e-21J
e EH2 = 1788.65 e-21J
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Abbildung 6.2: Der "modifizierte Cosinus” nach 1000 sweeps

2Die berechneteMembranoberfliche wurde in jeder Richtung zweimal aneinandergesetzt (siehe
dazu 4.4)
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Abbildung 6.3: Die 8-Sattel-Struktur: Der "modifizierte Cosinus” nach 112000 sweeps

Der Flachenzuwachs bei dieser 8-Sattel-Struktur liegt bereits in der Gréflenordnung,
die zur Erklarung einiger in Kapitel 1 beschriebenen ausreichen wiirde (insbesondere
die Ergenisse der Cyro-TEM). Allerdings dominiert in der Energie - abgesehen vom
K?%-Term - der Gradiententerm der Gaufischen Kriimmung. Diese Struktur ist deutlich
von dem durch das Gitter erzeugten Artefakt (sieche Abschnitt 5.2) verschieden. Daher
sollte der Energiebeitrag der Gradiententerme klein sein. Erst wenn der Sattelabstand
nur noch wenige Stiitzstellenabstande betragt, sollten diese Terme einen nennesweretn
Beitrag zur Energie leisten. Daher wurden im weiteren die entsprechenden Moduln
reduziert. Dariiber hinaus fallt auf, da} die Berechnung der Gesamtenergie schlecht
konditioniert ist. Die einzelnen Beitrdge sind deutlich grofler als die Gesamtenergie.

Ein Vergleich der 8-Sattel-Struktur mit Abbildung 2.3 zeigt, da8 die dort vermutete
Struktur, wenn man sie in jede Richtung verdoppelt, der hier gefundenen Struktur
entspricht. Daher ist es moglich, aus dieser 8-Sattel-Struktur die gesuchte Uberstruktur
zu extrahieren.

Erste Hinweise auf eine Energiebarriere

Parallel dazu wurde ein Lauf mit identischen Parametern aber der Ebene® als An-
fangskonfiguration durchgefiihrt. Die Fluktuationen verstarkten sich zwar bei diesem
Lauf, es wurde aber kein Zustand negativer Energie erreicht. Dieses Verharren beim
ebenen Zustand 148t sich dadurch zu erklaren, da8 die Ebene weiterhin ein lokales Mi-
nimum ist. Damit ist ein deutlicher Hinweis auf eine Energiebarriere zwischen Ebene
und Sattelstrukturen gegeben. Weiter unten (Abschnitt 6.4) wird dies noch erhéartet
und es wird versucht, die Héhe dieser Barriere zu messen.

3mit einem zufilligen Rauschen mit einer Amplitude von 1pm



64 KAPITEL 6. SATTELSTRUKTUREN NEGATIVER ENERGIE

6.2 Die 2-Sattel-Struktur

Aus der eben gewonnenen 8-Sattelstruktur wurde nun ein 8 x 8 Gitter herausgeschnit-
ten. Um wieder ein 16 x 16 Gitter zu bekommen, wurden die fehlenden Stiitzstellen
aus ihren Nachbarn interpoliert. Diese Struktur ergab nach mehrfacher numerischer
Glattung® bei halbierter Systemlinge (d.h. bei gleichem Sattelabstand) wieder nega-
tive Energie(siehe Abbildung 6.4).

Am Ende der Simulation (siehe Abbildung 6.5) war ihre Energie weiter gesunken und
ihre Amplitude weiter gestiegen. Die Amplitude ist dabei soweit gestiegen, daf die ma-
ximale Auslenkungsdifferenz zwischen zwei Gitterpunkten nahe bei der Monoschicht-
dicke liegt. Die Dampfung solcher Strukturen durch den K*-Term ist mit den verwen-
deten Moduln zu schwach.

g =4.119 mJ/m"2 E =-4400.98 e-21J
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Abbildung 6.4: Aus 8-Sattel-Struktur eztrahierte 2-Sattel-Struktur

“Jede Auslenkung wird durch den Mittelwert der Auslenkungen an dem Punkt selbst und bei
seinen direkten Nachbarn ersetzt.
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Abbildung 6.5: Erste berechnete 2-Sattel-Struktur
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Im weiteren wurde versucht, die Struktur weiter zu optimieren. Dabei sollten verschie-

dene Vorgaben moglichst gut erfiillt werden:

e Die Gradiententerme wurden eingefithrt, um die Simulation gegen den in Ab-
schnitt 5.2 behandelten Artefakt zu stabilisieren. Daher sollte ihr Beitrag zur
Energie klein sein. Auflerdem koénnten diese Terme mogliche ”scharfere” Sattel

unterdriicken. Deshalb wurden die entsprechenden Moduln reduziert.

e Der Wert von k; sollte der Abschatzung 2.3 moglichst weit angendhert werden.

e Der Auslenkungsunterschied zwischen zwei Gitterplatzen, deren Abstand der
Grofle der Kopfgruppe der Lipidmolekuiile entspricht, sollte nicht die Groflen-

ordnung der Molekiillinge, also der Monoschichtdicke erreichen.

e Um rauhe Membranoberflichen und Musterbildung zu erméglichen sollte die
Energie der Struktur sollte nur einigen kT, unter der der Ebene liegen®.

Um dies zu erreichen, wurden geeignete Ergebnisstrukturen als neue Anfangskonfigu-
rationen fiir einen neuen Lauf mit geeignet verdnderten Parametern gewahlt.

Es stellte sich heraus, daB obige Bedingungen mit verschiedenen Parametersatzen®

erfiillbar sind(siehe Tabelle 6.1).

SMit Tp sei hier die Zimmertemperatur (kTp & 4-10721J), mit T die jeweils aktuelle Temperatur

bei der Simulation bezeichnet.

8Der Parametersatz KO wird in 6.3 bendtigt. Die Moduln k1 und &3 wurden bei der numerischen
Bestimmung von Loy in Abschnitt 6.3.1 zur Stabilisierung nétig. Bei den Analytischen Rechnungen

und den numerischen Vergleichsrechnugen in Abschnitt 6.3.2 wurden sie vernachlassigt.



66 KAPITEL 6. SATTELSTRUKTUREN NEGATIVER ENERGIE

Parametersatz K1 K2 KO

Ko = 2.0-1071°J 2.0-107°J 2.00-10"%J

K1 = 1.0 - 10738 Jm? 1.0-1073%¥ Jm? | 0Jm?/2-10738 Jm?
Ky = —1.0-107% Jm? | —2.0-1073% Jm?2 | —1.00- 10736 Jm?
K3 = 1.0 -107%¢ Jm?* 1.0-107%¢ Jm3 | 0Jm*/1-1075% Jm?*
K4 = 8.4-1077 Jm® 8.2-107" Jm® 8.0-1077 JmS

Tabelle 6.1: Die Parametersdtze

Bei den beiden Parametersatzen K1 und K2 ergaben sich erheblich flachere Strukturen
Strukturen. Die maximale Auslenkungsdifferenz lag bei 0.5 nm bzw 0.3 nm. Bei vorge-
gebenem Wert von k, (1-1073¢ Jm? bzw. 1-1073¢ Jm?) wurde der Wert des Moduls x4
so gewdhlt, daB die Energie der Struktur bei etwa k7} liegt. Es zeigte sich, dal dann
die Energie sehr empfindlich von k4 abhangt. Thr Wert lieB sich durch x4 beliebig von
etwa —100 kT, bis +100 kT; einstellen. Dies ist zum einen auf die schlechte Konditio-
nierung der Berechnung der Gesamtenergie zuriickzufithren. Zum anderen werden in
k4 alle Terme, die aus Gleichung (2.31) nicht beriicksichtigt wurden, gewissermaflen
im K*-Term zusammengefaft. Der K*-Term ist daher hier als ein Restglied der ab-
gebrochenen Entwicklung anzusehen. In einer vollen Entwicklung ware der Modul &4
anders zu wahlen. Um k4 (im Sinne eines Restgliedes) genau einstellen zu konnen,
miiite der Energiebeitrag der unberiicksichtigten Terme bekannt sein. Dies ist jedoch
nicht der Fall. Bei Kenntnis dieses Beitrages liefle sich x4 (im Sinne eines Restgliedes)
entsprechend genauer einstellen. Bei Verwendung aller Terme ist zu erwarten, dafl die
Energie besser bestimmt ist.
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Abbildung 6.6: 2-Sattel-Struktur fir den Parametersatz K1
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Abbildung 6.7: 2-Sattel-Struktur fir den Parametersatz K2

Analyse der Struktur

Bei fast allen Strukturen, die wahrend der Optimierung berechnet wurden, zeigte sich
eine Symmetrie zwischen den Extrema und den Satteln. Offenbar wiirde sich die Ener-
gie bei einer Ausdehnung der Extrema durch die Verzerrungen, die dann zwischen
den Maxima und Minima auftreten wiirden, doch relativ stark erhdhen. Die groflere
Ausdehnung der Sattel dagegen scheint die Energie kaum anzuheben.

Bei einigen Laufen entwickelten sich exotische Strukturen. Diese enthielten in der Regel
unphysikalische Strukturen (z.B. Spriinge in der Auslenkung um einige Nanometer).
Meistens lag zwar die Energie niedriger als die der tiblichen Standartsattelstrukur,
jedoch war ihr Flacheninhalt wesentlich gréfler und die Energiedichte somit erheb-
lich ungiinstiger. Sie wurden daher nicht weiter betrachtet. Daneben entstanden noch
Strukturen, die auf ungiinstigere Werte der Systemlange L zuriickzufiithren sind. Im
Abschnitt 6.3.1 werden diese noch ausfithrlicher diskutiert.

Die Fourieranalyse dieser Strukturen ergab, dafl sie nur aus "ungeraden” Moden be-
steht, deren Wellenvektor entweder in x- oder in y-Richtung orientiert ist. Die Ampli-
tude der Moden fillt etwa mit n2 ab. Die Moden sind gegenphasig zu ihrem jeweils
nachst langerwelligen Mode. Diese Modenfolge bewirkt vor allem, dafl die Flanken
zwischen den Extrema und den Satteln steiler werden. Gleichzeitig werden die Extre-
ma und die Séttel abgeflacht. Dadurch ist die Gauflsche Krimmung nicht im Zentrum
der Sattel, sondern auf einem "Ring” am Rand am groSten. Dies ist besonder gut
im Vergleich mit einer reinen Cosinusoberfliche zu sehen. Die Energie einer solchen
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Oberfliche liegt deutlich hoher als die der Sattelstruktur’. Der Hauptenergiegewinn

wird also in den Flanken, bzw. in dem ”Ring”
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Abbildung 6.8: Vergleich einer Cosinusoberfliche mit einer Sattelstruktur

6.3 Die optimale Systemlinge

Bei den bisherigen Rechnungen war die Systemlédnge, also die Periode der ermittelten

Struktur, willkiirlich vorgegeben. Da die Biegeenergie aber nicht mehr skaleninvariant
ist (siehe 2.2.2 und 2.2.4), sollte die Energiedichte fiir eine bestimmte Lange Lopt
optimal sein. Im weiteren sollte diese optimale Periode herausgefunden werden.

6.3.1 Numerische Bestimmung der Periode

Fir verschiedene Parametersdtze wurde die Abhangigkeit der Energiedichte von der
Periode L ermittelt. In allen Fallen wurde als Anfangskonfiguration die zuvor fiir eine
Lange bei diesem Parametersatz gefundene Struktur genommen.

Bei diesen und den folgenden Messungen wurden die drei Parametersiatze aus Tabel-

le 6.1 verwendet. Zur Berechnung der Energiedichte wurde die Grundzustandsenergie
verwendet. Aufgrund der guten Simulation des Gleichverteilungssatzes (siehe dazu Ab-
schnitt 6.6.1) ist die Grundzustandsenergie der Energieerwartungswert bei der Tem-
peratur k7" ohne die Fluktuationenergie von 128k7T'.

Abbildung 6.9 kann man entnehmen, daf} es fiir jeden Parametersatz ein eindeutige,
optimale Periode gibt. Strukturen mit dieser Periode weisen eine Symmetrie zwischen

den Extrema und den Satteln auf (siehe Abbildungen 6.6 bis 6.8).

Dabei sind die Sattel zu Ebenen verbreitert. Die Flanken sind im Vergleich zum Cosinus
steil. Fiir Systemlangen, die deutlich unter L, liegen, ergeben sich Verzerrungen der

"Bei den Parametersitzen K1 und K2 liegt sie deutlich iiber NUIL
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Struktur. Die Sattelebenen verbreitern sich und die Flanken werden noch steiler (siehe
Abbildung 6.10 links). Fiir Systemlangen L, die naher bei 2L, liegen, ergibt sich ein
Ubergang zu einer 8-Sattel-Struktur. Es ist giinstiger, vier Elementarzellen im Gitter
unterzubringen, deren Zellenldnge gegeniiber der optimalen Lange etwas verkiirzt ist,
als eine stark gestreckte Elementarzelle. Der Ubergang fithrt bei 2Lopt zu dem zweiten
Minimum der Energiedichte®. Dies

0.3 . . . . : : : : . 0 . . . : : :
Parametersatz K1 —— Parametersatz KO ——
Payametersatz K2 -+ -2 r 1
0.2 |
4
0.1 r
N N 6 r
£ £
= 0 : 5 8 r
£ £
=3 > -10
-0.1 A
p -12 +
02+ * |
* -14 +
-0.3 L L L L H—'—H‘ L -16 L L L L L L L L L
5 55 6 65 7 75 8 8.5 9 9.5 10 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9
L/nm L/nm

Abbildung 6.9: Graphen zur Bestimmung der optimalen Periode: links fir die Para-
metersdtze K1 und K2 rechts fir den Parametersatz K0.

Fiir jeden Punkt der Grafik in Abbildung 6.9 mufite ein voller Programmlauf durch-
gefithrt werden. Um die Gesamtrechenzeit zu begrenzen, wurde die Lauflange fiir jeden
Punkt begrenzt. Deshalb sind einige Punkte (insbesondere bei grofien L) noch nicht
vollkommen konvergiert.

- ,
“.:1/ " .',"

:"':3":""";77;"";"':{5\\ N e XK Q"'ll ll: L \
9 :; l ' ' 10 _‘2) ] "";f ;“&\)9.! !""' 20
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Abbildung 6.10: Struktur bei zu kurzer Periode (links) und bei zu langer(rechts)

Die optimale Periode 1a8t sich dariiber hinaus noch durch Skalentransformation an
experimentelle Vorgaben anpassen. Bei vorgegebener optimaler Periode ergeben sich

8Dieses Minimum ist in Abbildung 6.9 nicht mehr eingetragen, das es bei zu gro”sen Werten von

L liegt.
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jedoch aus den bisherigen Parametersdtzen K1 und K2 wiederum unterschiedliche
Parametersatze:

Kl mit L=5nm: ky=—6.1-10"3" k,=1.9.10"72
K2mit L=5nm: ky=—7.1-10"%" Kk, =23.6-10""2

Es bleibt also eine gewisse Freiheit in der Wahl der Parameter bestehen.

6.3.2 Analytische Bestimmung von L,y

Die Fourieranalyse der 2-Sattelstruktur zeigt, daBl der langwelligste Mode die Struktur
dominiert. Wir werden diese Eigenschaft fiir analytische Rechnungen auszunutzen.
Deshalb wird bei den folgenden Rechnungen die Sattelstruktur durch die Funktion

2
z(u,v) = a(cos(qu) + cos(qv)) mit ¢ = % (6.2)
angendhert. Die Gradiententerme sollen die Simulation nur gegen Kollabieren des Sat-
telabstandes (numerischer Artefakt) stabilisieren. Deshalb werden in den folgenden
Rechnungen nur die quadratischen und quartischen Terme der Biegeenergie beriick-
sichtigt. Ziel ist es, einen Zusammenhang zwischen den Moduln (ko, k3, k4) und der

optimalen Periode L,y herzustellen.

Ebene Niherung

Mit den Formeln (A.5) erhalt man:

H = —aq?*(cos(qu) + cos(qv)) H? = —a%¢*(cos(qu) + cos(qv))?
K = —a%q*cos(qu) - cos(qv) K? = —a%g®cos®(qu) - cos®(qu)
K* = —a%g'®cos*(qu) - cos*(qv)

Nach Integration erhdlt man dann fiir die gemittelte Energiedichte g:

1
g = 12 /(NOH + ko K? + ko K*) dA
1 9
= koa’q® + Zﬁza q® + 6—45401 q'°
Setzen wir nun A = a?q*, so erhalten wir:
A+ Lo + e (6.3)
= Ko 4:11}2 64K;4 .

Da ) positiv ist, wird g§ maximal ein Minimum haben. Fiir das Minimum von 6.3 erhélt

man
8 Kkq 1 243 k4 2mn

= max, {—2 T e cos (§ arccos l W}m] + T)} (6.4)
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Da A = a%q* konstant ist, gibt es also ein festes Verhiltnis von Amplitude und Pe-
riode. Numerische Vergleichsrechnungen konnten dies (unter Verwendung der ”un-
gendherten” Berechnungsformeln (A.3) fiir H und K und fiir eine Cosinusoberflache)

reproduzieren (siehe Abbildung 6.11 links).

2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0
18+ berechnete Kurve el g optimale Periode numerisch
l . 200 | mit Sattelstruktur
16 r g
e & optimale Periode analytisch
Lar o -400 + 1
12f e 2 optimale Periode numerisch
g 1 s & 500 | mit Cosinusstruktur
§ E
0.8 | ¢ w
06 -~ analytische Gerade 800 ¢
&
04r x -1000 |
02 &
0 L L L L L L L L -1200 L L L e L L L
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90
L"2/nm"2 L"2/nm"2

Abbildung 6.11:

Vergleich zunschen analytischen und numerischen Ergebnissen:

links: Uberprifung der Konstanz von aq?

rechts: Bestimmung der optimalen Periode aus dem Energieminimum der Cosinusober-
fliche. Zum Vergleich ist die optimale Periode der Sattelstruktur und der analytischen
Rechnung eingezeichnet.

Fir die numerischen Vergleichsrechnungen sollte ein Parametersatz, der aus einer der
optimierten Strukturen (Abbildungen 6.6 und 6.7) abgeleitet ist, verwendet werden.
Es zeigte sich aber, daf dann fiir die Funktion (6.2) keine negative Energie méglich ist.
Dies erkléart sich dadurch, da8 die Sattelstruktur - wie bei der Analyse der Struktur
in Abschnit 6.2 erwdhnt - eine deutlich niedrigere Energie als eine Cosinusoberfliche
hat und die Energie der Sattelstruktur fiir diese Parametersitze dicht bei Null liegt.
Deshalb wurde k4 entsprechend reduziert (siehe Abbildung 6.9 rechts und Tabelle 6.1).

Rechnungen hoherer Ordnung

Um das bisher ungeklarte Verhaltnis von Amplitude und Periode zueinander genauer
zu untersuchen, werden die Terme in H und K, die von der Metrik abhangen, weiter
entwickelt. Wir beschranken uns auf Terme von maximal achter Ordnung in a:

(zuu(l + 2) + (2w(1 + 2,))*

H*6A = B
(1+22+ )
R (2au(l+2)) + (20(1+23))° X
{1 - §(z2 + 22) + ﬁ(z4 + 22222 + 24) - g(zﬁ + 32422 432224 + zs) +...}
2 u v 8 u u-v v 16 u uTv u-v v st
K25A _ z’tztuz'?)'u

(14 22 4 22)2
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S A (= (A4 )+ (224 ) )

K*%A = 2% 2%

Nach Integration erhdlt man dann fiir mittlere Energiedichte g:

7 37 1 1775 7
g = roa’q’ — groa’q” + (3_2'“0“”“r 1”2“4> ¢ - (1024”0“8+ E““G) 7"
161 9
+ %ngasqm + 6—4/§4a8q16 (6.5)

Betrachten wir nun den ¢®-Term. Dies ist der Term mit der niedrigsten Ordnung, in
dem kg und K, miteinander verkniipft werden. In niedrigster Naherung kann man aus
diesem Term eine Aussage iiber den optimalen Wert von a gewinnen. Aus:

!

37 1
(El‘ﬁoas + Z@a‘*) =0

erhalt man :

16
2= (6.6)
111 rg

Fir den in den numerischen Vergleichsrechnungen verwendeten Parametersatz liefert
dies eine Amplitude von @ = 0.85nm. Analog kann man auch der ¢q'°-Term aus Glei-
chung (6.3.2) auswerten. Dann ergibt sich eine Amplitude von a = 0.97nm.

Zusammengefaflt erhalten wir damit:
|16 F2
L=2r. S (6.7)

A 8 Ko 1 243 k4 2mn
max < —2 cos | — arccos Ko| + —
n=0,1,2 27 k4 3 (2k2)3 3

Fiir den verwendeten Parametersatz erhalt man damit eine optimale Periode von
Lopt = 6.4nm bzw. L, = 6.8nm. Dieser Wert stimmt gut mit dem numerischen
Wert der optimalen Periode der Cosinusoberfliche von Ly cos = 6.8nm tiberein. Der

numerische Wert der optimalen Periode der Sattelstruktur weicht mit Loyt 54t = 5.8nm
etwas starker ab. Diese Abweichung ist jedoch auf die unterschiedliche Struktur zuriick-
zufiithren.
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6.4 Die Messung der Energiebarriere

Zur Messung der Energiebarriere wurde die gute Simulation der Fluktuationen (siehe
Abschnitt 6.6.1) ausgenutzt. Bei den Energieplots wurde die Einheit 128%T benutzt.
Dadurch wurde die Energie der Ebene auf 1 fixiert. Der Ubergang findet so bei ei-
nem von der Temperatur unabhéngigen Energieniveau statt. Die Ubergangszelt in die
Sattelstruktur 18t sich dadurch leichter einheitlich messen. Beim Ubergang in die
Sattelstrukturen fallt die Energie deutlich ins Negative (siehe Abbildung 6.12).

210 F i

220 F i

E/128KT
w
o
T
1

40 b i

. .

sl o _

-60 1 I 1 1 1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

t/sweeps

Abbildung 6.12: Der Energieverlauf bei einer Messung der Ubergangszeit fir
kT =3.5-107%2J

Die Ubergangszeit wurde als die Zeit festgesetzt, an der die Energie den Wert —128kT
unterschreitet. Da nur nichtebene Strukturen negative Energie haben, hat dann mit
Sicherheit ein Ubergang zu Sattelstrukturen stattgefunden. Wegen des schon relativ
groflen negativen Wertes ist auch ein Zurtickfluktuieren sehr unwahrscheinlich. Jeweils
2000 sweeps nach dem Ubergang wurde das System neu initialisiert und von neuem
die Ubergangszeit gemessen .

Da die mittlere Ubergangszeit ¢ antiproportional zur Ubergangswahrscheinlichkeit ist,
ergibt sich:

AEB

AE
<t >~ e*T bzw. <t>=vygerT

Aus der Messung der Ubergangszeit fiir zwei verschiedene Temperaturen erhilt man
dann die Energiebarriere bezogen auf die Ebene:

kT, - kT, <ty >

AE = 1 6.8
KTy — kT, <ty > (6.8)
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Die Messung wurde zunédchst fiir einen verdnderten Parametersatz K2’ durchgefiihrt,
bei dem der Wert von k4, um ein deutliches Minimum zu erhalten, auf 8.2 - 10~72
reduziert wurde, so dafl das Minimum besonders niedrig liegt. Bei diesem neuen Pa-
rametersatz liegt die Energiebarriere offenbar sehr niedrig (siehe Tabelle 6.2 und 6.3).

Temperatur kT = 3.0-10722J 3.5-10722J 4.0-107%7J
Zahl der Messungen 16 32 32
Ubergangszeit <t > = | 35418.6 + 21258.7 | 9926.8 + 5020.5 | 3365.6 4+ 1921.7

Tabelle 6.2: Die mittleren Ubergangszeiten fir den verdinderten Parametersatz K2 mit

L =6.5nm

Temperatur 1  kT; = || 3.0-10722J 3.0-10722J 3.5-10722J
Temperatur 2 kTy = || 3.5-107%2J 4.0-1072J 4.0-107%22J
Energiebarriere AE = (2.7+£1.6)107% J | (2.841.0)107% J | (3.04£2.1)107%1 J
Mittlere

Energiebarriere AE = (2.8 +£0.9)1072t J

Tabelle 6.3: Die Hohe der Energiebarriere fiir den verdnderten Parametersatz K2 mat
L =6.5nm

Bei den Parametersiatzen K1 und K2 liegt die Energie der Minima dicht bei Null.
Daher iiberlappen sich bei hohen Temperaturen die Schwankungsbereiche der Energie
der Sattelstruktur mit dem der Energie der Ebene. Bei kleineren Temperaturen, bei
denen sich diese Schwankungsbereiche hinreichend deutlich voneinander getrennt sind,
finden innerhalb vertretbarer Laufzeiten keine Uberginge statt.

Deshalb sollte die Ubergangszeit durch die Anderung der Fliche bestimmt werden.
Der Zeitpunkt, an dem der Flachenzuwachs gréfier als der halbe Flachenzuwachs der
Sattelstruktur ist, wurde als Ubergangszeit definiert.

Leider fanden sich auch fiir sehr hohe Temperaturen (kT = 107*° J) keine Uberginge.
Statt dessen reduzierte sich der Energieerwartungswert auf < £ >= 0.8 x 128kT.
Fir die Ebene betrdgt der Energieerwartungswert < £ >= 128kT. Daher sollte ein
Ubergang in eine Sattelstruktur stattgefunden haben. Die Membranoberfliche zeigten
jedoch keine Sattelstrukturen, sondern Fluktuationen iiber der Ebene. Auch hatten die
Amplitude und der Flachenzuwachs Werte, die fiir die Ebene mit Fluktuation typisch
sind. Es hat also kein Ubergang sattgefunden. Die Energiebarriere zwischen der Ebene
und der Sattelstruktur ist fiir diese Parametersdtze offenbar sehr hoch.
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6.5 Der Einflufl der lateralen Spannung

Aus Gleichung 2.24 kann man die Spannung berechnen, von der ab die Membran in
die Ebene iibergehen wird:

|E3attel| =0 dA Aproj.

Fir den Parametersatz K1 erhélt man: o ~ 0.18 mN m~!, fiir K2: 0 ~ 0.28 mN m™!.
Ubergédnge in die Ebene konnten jedoch selbst bei der 10fachen Spannung nicht beob-
achtet werden. Dies 148t sich vermutlich auf die hohe Energiebarriere zuriickfithren.

6.6 Kontrollmessungen

Parallel zu den in 6.1 bis 6.5 beschriebenen Untersuchugen wurde die Qualitdt und
Geanuigkiet der Simulation dberpriift. Dazu wurden verschieden Untersuchungen

durchgefiihrt.

6.6.1 Die Simulation des Energieverlaufes

Die Energiewerte in den Graphiken geben in der Regel® die innere Energie der Struktur
bei der jeweiligen Temperatur an. In ihr ist also die Energie der Fluktuationen enthal-
ten. Die Energie des jeweiligen Grundzustandes liegt um etwa 128kT darunter (siehe
Abbildung 6.13). Damit bekommt man aus dem gemessenen Energieerwartungswert
fiir die Grundzustandsenergie einen - im Rahmen der jeweiligen statistischen Fehler -
von der Temperatur unabhangigen Wert. Der Gleichverteilungssatz wird also von der

Simulation in der Regel erfiillt'®

9Ausnahmen sind explizit vermerkt.
10Bei sehr hohen Temperaturen gilt dies nicht mehr.
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Abbildung 6.13: Energierelazation mit aus der Grundzusaindsenergie berechneten
Energieerwartungswerten.

6.6.2 Untersuchung des Einflusses der Stiitzstellendichte

Bei fester Kantenldnge des Systems wurden Programmldufe mit verschiedenen Git-
terabstdnden durchgefiihrt. Die Anfangskonfiguration und der Parametersatz waren
in allen Laufen die gleichen. Dadurch sollte die Abhédngigkeit der Rechnungen von
der Feinheit des Gitters tiberpriift werden. Es zeigte sich, das insbesondere die Flache
stark von der Feinheit des Gitter abhangt (sieche Abbildung 6.14). Die Form der Sattel-
struktur dagegen hangt nur nur wenig von der Stiitzstellendichte ab(siehe Abbildung
6.16).
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Abbildung 6.14: Die Entwicklung der Fldche fiir verschiedene Gitter ber fester Kan-

tenlinge L = 6.4nm und festem Parametersatz K1
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In Abbildung 6.15 erkennt man, dafl alle relevanten GréBen (Energie des Minimums,
Flicheninhalt!! und vor allem Energiedichte des Minimums) mit steigender Feinheit
des Gitters konvergieren. Der Kontinuumslimes ist also moglich zu sein. Dabei ist der
Unterschied zwischen den Gittern bei hdheren Temperaturen deutlicher als bei niedri-
geren (siehe Abbildung 6.14). Die Konvergenz des Systems in das jeweilige Minimum
ist aber bei allen Gittern gewahrleistet. Das hier verwendete 16 x 16-Gitter liegt schon
so nahe an der Asymptote, dal zumindest qualitative Aussagen mdglich sind. Es stellt
den eingangs behaupteten Kompromifl zwischen Rechenzeit und Genauigkeit dar.
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Abbildung 6.15: Die Abhdngigkeit der verschiedener Gréfien von der Stitzstellendich-
te: links: Grundzustandsenergie; mitte: Flacheninhaltes; rechts: Energiedichte.

1ynd damit zusammenhiingend die Amplitude
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Abbildung 6.16: Die Form der Sattelstruktur bei verschiedener Stitzstellendichte.

A: 8 Stiitzstellen auf 6.5 nm
C: 16 Stitzstellen auf 6.5 nm
E: 2/ Stitzstellen auf 6.5 nm

B: 12 Stiitzstellen auf 6.5 nm
D: 20 Stiitzstellen auf 6.5 nm
F: 32 Stitzstellen auf 6.5 nm

6.6.3 Abschitzung der Thermalisierungszeit

Aus den Daten eines Metropolislaufes mit 250.000 sweeps wurde die Autokorrelations-
funktion A(k) (siehe dazu 3.3.4) bestimmt. Die Standartabweichung wurde dabei zur
Abschéatztung der Fehler der Erwartungswerte herangezogen. Fiir A(k) ergaben sich
damit Fehler die um einen Faktor 2 bis 3 iber den Werten der Autokorrellationsfunk-
tion lagen'? Daher ist wegen der offenbar immer noch unzureichenden statistischen

12Dje Werte der Autokorrelationsfunktion liegen definitionsgeméf zwischen 0 und 1.
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Genauigkeit aus der Autokorrelationsfunktion keine Aussage iiber die Thermalisie-
rungszeit 7 zu gewinnen.

Die Gréfe von 7 mufBite deshalb aus den Verlaufen (siche Abbildung ) der Energie'?
und der Amplitude (bei den Messungen zu Tabelle 5.1) abgeschéatzt werden.
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Abbildung 6.17: Typischer Verlauf der Energie und der Amplitude Wihrend eines
"Simulated Annealing”-Laufes. Die senkrechten Linien geben den Zeitpunkt der Tem-
perarurdinderungen an.

Die Abschitzung aus den Energiekurven ergab, dafl die Thermalisierungszeit beim
Ubergang von einer Gleichgewichtslage zur nichsten unter 1000 sweeps lag. Aus demn-
Amplitudenverlaufen ergibt sich ein ahnlicher Wert (sieche Abbildung 6.17). Die Fluk-
tuationen sind dabei naturgemafl starker als beim Energie- oder Flachenverlauf. Aus
einer beliebigen Ausgangssituation (keine Gleichgewichtskonfiguration) lag die Ther-
malisierungszeit bei bis zu 50.000 sweeps.

Wie sich wahrend der Messungen bestatigt hat, ist die Thermalisierungszeit fir ver-
schiedene Groéflen verschieden grofi (siehe dazu um Beispiel den Energie und den
Flachenverlauf bei der Bildung der 8-Sattel-Struktur in Abbildung 6.18). Damit al-
le GroBlen des Systems thermalisieren konnen, ist die Metropolislauflinge grofler als
die Thermaliserungszeit zu wahlen. Die gewadhlten Werte von 10.000 bis 30.000 sweeps
sind ausreichend lang. Um beim Start aus einer Konfiguration, die weit von den Gleich-
gewichtskonfigurationen entfernt ist, ausreichend lange Metropolislauflingen zu haben,
wurde ggfs. der iiblichen Simulation eine Initialisierungsphase vorangestellt. Diese be-
stand aus einem zusatzlichen Metropolislauf mit leicht erhéhter Temperatur und mit
geeignet gewahlter Lauflinge (bis zum dreifachen Wert von 757). Dadurch ist gesichert,
daf die langere Relaxation am Anfang eines Laufes spdtestens im ersten normalen Me-
tropolislauf abgeschlossen ist.

13Die Energieverliufe wurden bei jedem Programmlauf protokolliert.
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6.6.4 Ergebnisse bei langen Rechenzeiten

Ein Lauf des Programmes mit dem Parametersatz K1 bei L = 6.5nm mit der Sattel-
struktur als Anfangskonfiguration ergab keinerlei Anderungen gegeniiber den bisher
dargestellten Ergebnissen.



Kapitel 7

Zusammenfassung

7.1 Die Qualitit der Simulation

Der Einfluf} der Stiitzstellendichte! auf die MeBgréfien ist stérker als auf die Form. Fiir
alle tiberpriiften Stiitztstellendichten ergab sich im wesentlichen dieselbe Struktur (sie-
he Abbildung 6.16). Die Existenz und die Form der Sattelstruktur ist also weitgehend
unabhangig von der gewéhlten Stiitzstellenzahl pro Periode.

Bei allen relevanten GroBen (Energie, Energiedichte, Flacheninhalt und Amplitude) ist
mit steigender Stiitzstellendichte eine Konvergenz gegen einen asymptotischen Wert
festzustellen (sieche Abbildung 6.15). Insbesondere bei der Energie gibt es jedoch eine
deutliche Differenz zwischen dem asymptotischen Wert und dem des 16 x 16-Gitters.
Die besonders grofile Differenz bei der Energie im Vergleich zu den anderen Gréflen
ist auch auf die schlechte Konditionierung der Berechnung der Gesamtenergie zuriick-
zufiihren. Der asymptotische Wert der Energie ist bei dem in Abschnitt 6.6.2 verwen-
deten Parametersatz positiv. Aufgrund der Freiheit in der Wahl des Moduls k4 ist
es aber moglich durch eine entsprechende Wahl, dafl dieser asymptottische Wert der
Energie negativ wird. Wegen des EinfluBes der Stiitztstellendichte auf die MefigréBen
des Systems (Energie, Flacheninhalt etc.) sind die Werte dieser GréBen in dieser Ar-
beit nur als Naherungswerte zu verstehen. Eine quantitative Analyse des Einflusses der
Stiitzstellendichte konnte es ermdéglichen, auch aus Ergebnissen auf kleineren Gittern
den asymptotischen Wert einer Gréfle zu erhalten.

Der Gleichverteilungssatz erwies sich als gut reproduzierbar. Aus den Energieerwar-
tungswerten fiir verschiedene Temperaturen ergab sich auf einem 16 x 16-Gitter ei-
ne Fluktuationsenergie von 128k7T. Nur bei hohen Temperaturen (k7 =~ 107!°J und
grofler) liefen sich Abweichungen davon feststellen. Da bei diesen Temperaturen die
Fluktuationsamplituden sehr groB werden, sind die Voraussetzungen? des Gleichver-
teilungssatzes nicht mehr erfiillt.

IMit der Stiitzstellendichte ist die Zahl der Stiitzstellen pro Periode gemeint.
2Es wird die Giiltigkeit der quasi ebenen Niherung vorausgesetzt.
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Da sich bei der Kontrolle durch einen langen Metropolislauf keine Anderungen ergaben,
sind auch die Thermalisierungszeiten als ausreichend lang anzusehen. Die Giite der
Simulation der Uberstruktur scheint also insgesamt ausreichend zu sein.

7.2 Das Energiefunktional

Das in Kapitel 2 aufgestellte Energiefunktional (2.36) mit Termen von maximal vierter
Ordnung in den Hauptkriimmungen liefert bei der Simulation keine stabilen Formen
minimaler Energie (siehe Abschnitt 5.1). Da es nur ein Ausschnitt der vollen Ent-
wicklung darstellt, wurde es durch Hinzunahme eines Terms achter Ordnung in der
Krimmung und zweier Gradiententerme erweitert.

Der Term achter Ordnung stabilisiert die Losungen negativer Energie. Ohne diesen
Term wiirden auf der Membran beliebig hohe Krimmungen und Auslenkungen ent-
stehen. Die Gegenkrafte einer realen Membran dagegen werden durch diesen Term
reprasentiert. Bei einer vollstdndigen Entwicklung bis zur vierten Ordnung wiirde dies
durch die hier vernachlédssigten Terme geschehen. Eine Simulation mit der vollsténdi-
gen Entwicklung bedeutet jedoch einen erheblich héheren Rechenaufwand. Deshalb
wurden diese Terme im Term achter Ordnung zusammengefafit. Er 1488t sich insofern
auch als Restglied der Entwicklung verstehen. Sein Modul hat daher wahrscheinlich
einen anderen Wert, als er ihn bei einer vollstdndigen Entwicklung bis zur achten
Ordnung héatte.

Die Gradiententerme sollen einen Artefakt unterdriicken, der durch das Gitter in das
System eingefiihrt wurde. Durch diesen Artefakt wurde der Sattelpunktabstand nur
durch den Stiitztstellenabstand und nicht durch die physikalischen Dimensionen des
Systems bestimmt. Da diese Terme nicht aus physikalischen Griinden eingefithrt wur-
den, wurden ihre Moduln so klein gewahlt, dafl ihr Beitrag zur Gesamtenergie der
Sattelstruktur gering ist. In einer vollstdndigen Entwicklung trdten auch diese Terme
auf. Thr Modul hat dann aber sehr wahrscheinlich einen anderen Wert als in dieser
Simulation. Um das System iiberschaubar zu halten, wurden diese Terme nur zur
Unterdriickung des Artefakts verwendet und ihre Moduln entsprechend gewahlt. Thr
physikalischer Energiebeitrag wurde - wie der aller anderen Terme auch - im K*-Term
zusammengefalt.

7.3 Die Sattelstruktur

Die in den ersten Kapiteln postulierte Sattelstruktur konnte nachgewiesen werden.
Sie hat die dort erwartete Grundstruktur (Abbildung 2.3). Die Fourieranalyse der
Sattelstruktur ergab, dafl die Wellenvektoren aller Moden in Richtung genau einer
der Koordinatenachsen weisen. Man kann die Sattelstruktur also als Summe je einer
Funktion iiber der x-Achse und der y-Achse beschreiben. Zu dieser Funktion tragen
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dariiber hinaus nur die ungeraden Moden bei. Das fithrt dazu, daf die Sattel und die
Extrema im Vergleich zu einer reinen Cosinusfunktion verbreitert und die Flanken
zwischen den Extrema und den Satteln steiler sind. Der Energiegewinn wird bei dieser
Struktur offenbar auf einem Ring am Rand der Sattelebene erzielt. Die Energie einer
reinen Cosinusoberfliche ist im Vergleich zu der der Sattelstruktur deutlich gréfer. Das
bedeutet, dal der Energiegewinn wesentlich durch die héheren Moden erzielt wird.

Da bei dem verwendeten Energiefunktional die Skaleninvarianz gebrochen ist, erhalt
man eine optimale Periode der Sattelstruktur. In einer freien unendlich ausgedehnten
Membran wird sich diese Periode einstellen. Es wurden Werte im Bereich von etwa
5nm bis 9nm gefunden. Durch Skalentransfarmation lassen sich diese Werte aber an
experimentelle Daten anpassen. Der Wert der Periode, der sich aus einer analytischen
Abschatzung ergab, stimmt mit dem numerischen Wert auf etwa 20% tiberein.

Die GroBenordung dieser Struktur liegt nur bei einigen Lidipsmolekiildurchmessern?®.
Daher kann nicht mehr von einer uneingeschrankten Giiltigkeit einer kontinuierlichen
Theorie auszugegangen werden. Neue molekulardynamische Rechnungen [32] stiitzen
allerdings die Existenz einer Sattelstruktur. Auch gibt es eine Ubereinstimmung mit
einigen der in Kapitel 1 dargestellten experimentellen Ergebnisse (siehe 7.5). ES sind
also auch auf dieser Langenskala noch Aussagen auf Basis einer kontinuierlichen Theo-
rie moglich.

7.4 Diskussion der quantitativen Ergebnisse

Es zeigte sich, dal die Werte der betrachteten Gréflen stark von der Wahl der Parame-
ter abhdngen. Da keine hinreichend genauen experimentellen Mewerte zur Anpassung
der neu eingefithrten Moduln existieren, spiegelt diese Parametersatzabhangigkeit das
Spektrum moglicher experimenteller Daten wieder. Der Spielraum ist dabei fiir die
verschiedenen Gréflen unterschiedlich. So kann die Energie Werte von bis zu +100kT
annehmen. Der Flachenzuwachs liegt aber nur zwischen 10% und 30% und die opti-
male Periode zwischen 5nm und 9nm. Der grofle Variationsbereich der Energie ist
vor allem auf die schlechte Konditionierung zurtickzufiilhren. Die Betrige der Ener-
giebeitrage der einzelnen Summanden des Energiefunktionals waren bei den meisten
gefundenen Sattelstrukturen deutlich gréfer als die Gesamtenergie. Daher reagierte
diese bereits auf relativ kleine Anderungen eines Moduls.

Die Energiebarriere erwies sich bei Parametersdtzen, deren Energie nur einige k7o un-
ter Null liegt, als sehr hoch. Sie lief3 sich nur bei Parametersatzen mit erheblich abge-
senktem Energieminimum messen. In den anderen Fillen liegt sie - zumindest auf dem
16 x 16-Gitter - so hoch, daB sie nicht zu messen war. Die Ursache dafiir kénnte in dem
unvollstandigen Energiefunktional bzw. in der Auswahl der Terme (insbesondere des
”Restgliedterms”) liegen. Es ist wahrscheinlich, dal dadurch die Héhe der Energiebar-
riere beeinfluit und damit die Ubergangszeit zwischen den verschiedenen Strukturen

3Der Durchmesser eines Lipidmolekiils auf der Membarnoberfliiche betrigt ca 0.8 nm.
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verdndert wird. Entsprechend dndern wird sich auch die Reaktionsgeschwindigkeit des
Systems auf laterale Spannungen. Mit einem erweiterten Energiefunktional wére - bei
niedrigerer Energiebarriere - eine ”schnellere” Reaktion des Systems auf laterale Span-
nungen zu erwarten. Ein Ubergang in die Ebene konnte - vermutlich wegen der hohen
Energiebarriere - nicht gefunden werden. Ein Verschwinden des Energieminimus bei
groflen lateralen Spannungen konnte bei den untersuchten Spannungen nicht festge-
stellt werden. Die lateralen Spannungen, die dazu in diesem Modell mindestens nétig
gewesen waren, liegen deutlich iiber der Zerreiflspannung der realen Membran.

7.5 Vergleich mit den bekannten Befunden

Mit der gefundenen Sattelstruktur 1a8t sich ein Teil der in Kapitel 1 beschriebenen
Befunde erklaren. Der Flachenzuwachs durch die Sattelstruktur gegeniiber der proji-
zierten Flache von 10% bis 30% macht verstandlich, warum die Vesikeln bei der Cyro-
TEM nicht zerrissen sind. Allerdings ist die Reaktionsgeschwindigkeit auf die Span-
nungen, wie oben diskutiert, im momentanen Modell noch zu grofl. Wegen der zusatz-
lichen Flache waren - bei ausreichender Reaktionsgeschwindigkeit - die auftretenden
Spannungen kleiner. Der Flachenbedarf ist aber offenbar dennoch nicht vollstdndig
aus der Uberstruktur und den Fluktuationen zu decken, da Vesikeln mit geringem
Flachentiberschufl vor dem Einfrieren straff erscheinen[14].

Auf analoge Weise kann auch der Flacheniiberschufl der bei der Deformation im elek-
trischen Feld gefundenen ”exotischen” Vesikeln verstanden werden. Die durch die Sat-
telstruktur erh6hte Komplexitdt der Membranen kénnte auch zur Erkldrung der Dis-
krepanz der Mefwerte der beiden in 1.2.3 diskutierten Mefiverfahren zur Bestimmung
der Biegesteifigkeit beitragen.

Der hier gefundene Flachentiberschuf ist aber kleiner als der in der Theorie der indu-
zierten Haftung (siehe 1.2.2) benétigte. Eine durch geeignete Anordnung von Sattel-
strukturen erzeugte Rauhigkeit der Membran kénnte jedoch einen hinreichend grofien
Flachenzuwachs haben. Einige Strukturen, die dabei zu erwarten sind (z.B. Verwer-
fungen), lieflen sich mit dem hier verwendeten Modell zur Darstellung der Membran-
oberfliche nicht realisieren.

Die scharfen Knicke in den Membranschlduchen und bei den Cyro-TEM-Aufnahmen
(siehe Abbildung 1.4) sind vermutlich auch auf komplexere Strukturen als die hier ge-
fundene Sattelstruktur zuriickzufithren. Bei den scharfen Knicken auf den Cyro-TEM-
Aufnahmen kénnte es sich um Riicken oder Furchen handeln, die aus einer Reihe von
Satteln gebildetet werden. Diese wiren dann die Uberreste einer beim Einfrieren glatt-
gezogene rauhen Struktur auf der Membranoberfliche. Solche Strukturen erstrecken
sich aber {iber ein gréferes Membrangebiet als das hier untersuchte.

Die granularen Strukturen (Abbildung 1.3) dagegen konnen als ein ungeordenetes Mu-
ster aus Sattelstrukturen identifiziert werden. Daraus ergeben sich Hinweise auf die
natiirliche Periode des Systems. Die Gréfle der Periode streut etwa in demselben Be-
reich, der auch in dieser Arbeit gefunden wurde.
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7.6 Ausblick

Fir zukiinftige quantitative Untersuchungen ist eine quantitative Untersuchung des
Einflusses des Gitter und seiner Feinheit auf die Simulation wichtig. Hierzu sollte
zumindest ein empirisches Gesetz zur Bestimmung des asymptotischen Wertes einer
Grofle entwickelt werden. Dies wiirde auch bei Rechnungen auf kleineren Gitter quan-
titative Untersuchungen ermdoglichen

Weiterhin ist es notwendig, den Term achter Ordnung durch andere Terme von minde-
stens sechster Ordnung zu ersetzen, um den EinfluBl dieser Wahl auf die Ergebnisse der
Simulation abschédtzen zu kénnen. Dabei konnten auch gezielt geeignete Terme vierter
Ordnung hinzu genommen werden, um die Hohe der Energiebarriere zu beeinflussen
und eine genauere Messung des Einflusses der lateralen Spannung zu erméglichen.

Aufgrund der periodischen Randbedingungen und der Monge-Darstellung der Mem-
bran wurden in dieser Arbeit nur Zustdnde mit unendlich vielen, gleichmaBig ange-
ordneten Séitteln oder ganz ohne Sattel (also der ebenen Membran) untersucht. Im
Hinblick auf die experimentellen Ergebnisse sind Untersuchungen von rauhen und
komplexeren Strukturen auf einer Membran von Interesse. Dazu sollte der Energie-
gewinn beim Nebeneinanderanordnen von Sétteln und die Hohe der Energiebarriere
bei der Bildung neuer Séttel ermittelt werden. Um das durchfithren zu kénnen, miifite
zunéchst ein einzelner Sattel mit ebenen” Randbedingungen® gefunden werden. Es ist
anzunehmen, daf diese Struktur nur einen ”echten” Sattel enthélt. Die " Randsattel”
aus Abbildung 2.3 gehen gewissermaflen in der Ebene auf. Durch geeignete Anordnung
dieser Struktur kénnte dann der Energiegewinn bei der Bildung komplexer oder rauher
Strukturen (bis hin zur Musterbildung) auf Membranen untersucht werden.

Solche komplexeren Strukturen kénnen aber im allgemeinen nicht mehr in der in dieser
Arbeit verwendeten Form dargestellt werden. Daher sollte statt der Monge-Darstellung
die allgemeinere Gaufldarstellung benutzt werden. Diese wiirde auch die Untersuchung
von Uberstrukturen auf kleinen Vesikeln erméglichen.

Da sich gezeigt hat, dafl die Elementarzelle einer Sattelstruktur mindestens durch ein
16 x 16-Gitter gebildet werden sollte, miissen fiir diese Untersuchungen gréflere Gitter
verwendet werden. Das erfordert allerdings einen deutlich erhéhten Rechenaufwand
und eine weitere Optimierung der verwendeten Algorithmen.

“Der Auslenkung am Rand der Membran sei auf einen festen Wert fixiert.
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7.7 Fazit

Die Existenz einer sattelférmigen Uberstruktur auf Lipdimembranen konnte im Rah-
men eines kontinuierlichen Membranmodells nachgewiesen werden. In dieser Struktur
nehmen Séttel und Extrema etwa dieselbe Flache ein. Die Sattel und Extrema sind
dabei abgeflacht, die Flanken zwischen ihnen relativ steil. Diese Struktur absorbiert
zwischen ca. 10% und 30% Flache bezogen auf die projizierte Flache. Thre Periode
liegt - je nach Parametersatz - zwischen 5 nm umd 9 nm. Dies stimmt recht gut mit
den experimentellen Hinweisen {iberein (aus Abbildung 1.3 ergibt sich eine Periode
aus ca. bnm). Weitere quantitative Aussagen sind aus den in Abschnitt 7.4 geschilder-
ten Griinden kaum moglich. Aufgrund der beschriebenen Freiheit bei der Anpassung
der Moduln und der Wahl der weiteren Terme (insbesondere des ”Restgliedterms”)
des Energiefunktionals besteht die Mdoglichkeit, bei weiteren Untersuchungen bessere
quantitative Ergebnisse zu gewinnen. Dies gilt vor allem fiir die noch zu untersuchen-
den komplexeren Strukturen auf Membranen.
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Anhang A

Zur Differentialgeometrie

A.1 Kriimmung einer Kurve

Eine Kurve wird durch eine glatte Funktion Z : [a,b] — R? in Parameterdarstellung
dargestellt. Aulerdem mu#f fiir alle ¢ gelten :

Z(t) £ 0

Diese Funktion wird dann auch als parametrisierte Kurve bezeichnet. Nun kénnen
zwei verschiedene parametrisierte Kurven 1(¢) und #»(¢') dieselbe Punktmenge be-
schreiben. Der Zusammenhang zwischen beiden kann durch sogenannte Parameter-
transformationen hergestellt werden. Eine Parametertransformation ist eine bijektive
C™-Funktion ¢ (n > 1) zwischen den Parameterbereichen (Urbildern) der Kurven. Die
Ableitungen von ¢ miissen fiir alle Argumente entweder positiv oder negativ (dann
folgt eine Umkehr der Orientierung der Kurve) sein. Wenn es solch eine Parameter-
transformation zwischen den beiden parametrisierten Kurven Z;(t) und #,(¢') gibt,
dann heiBien sie dquivalent. Die Kurve selbst ist dann die Aquilvalenzklasse beziiglich
dieser Aquivalenzrelation. Die Wahl der Darstellung einer Kurve wird auch als Para-
metrisierung bezeichnet.

Mit
s(t) = [ [&(r) dr

wird die Bogenlange s(t) einer Kurve bis zum Punkt Z(¢) berechnet. Durch
@ @ t — s(t) ist eine Parametertransformation definiert. Bei der neuen Parametri-
sierung handelt es sich um die Bogenldngenparametrisierung. Diese erweist sich bei
Kurven als besonders giinstig'. So gibt der Parameter s die Linge der Kurve am
Punkt Z(s) gemessen vom Anfang der Kurve bei Z(a) an.

1Wir werden sie am Ende deises Anhanges beim Satz von Gauf-Bonnet verwenden

91



92 ANHANG A. ZUR DIFFERENTIALGEOMETRIE

Eine Kurve kann nun in jedem Punkt Z(¢) durch einen Kreis approximiert werden. Die
Kimmung ¢ der Kurve in diesem Punkt ist dann als

(A.1)

definiert.

A.2 Kriimmung einer Fliche

Durch eine vektorwertige, glatte Funktion # : Ja,b[ X |c,d[ C R?® — R3

z(u,v)

Z(u,v) = | y(u,v)

z(u,v)

wird ein parametrisiertes Flachenstiick dargestellt. Analog zu den Kurven gibt es auch

hier wieder Parametertransformationen. Die konkrete Darstellung wird wieder Para-

metrisierung genannt. Flachen iiber der Ebene (wie sie in dieser Arbeit von Interesse
sind) lassen sich in einer einfacheren Form darstellen:

u
Z(u,v) = v Monge-Darstellung (A.2)
z(u,v)

In jedem Punkt der Ebene kann ein lokales Koordinatensystem definiert werden: das
sogenannte begleitende Dreibein. Es besteht aus den Tangentenvektoren? Z, und Z,
langs der Parameterlinien und dem Normalenvektor 77 (das Kreuzprodukt aus Z, und
Z,). Die Tangentenvektoren Z,, und Z, spannen dabei die Tangentialebene an die Flache
in diesem Punkte auf. Durch Linearkombination von Z, und Z, kann man jede Richtung
in der Flache darstellen.

Betrachten wir nun einen Punkt Z(u,v) der Flache. Schneidet man die Fache mit einer
Ebene, die durch einen Richtungsvektor ¥ = aZy,(u,v) + BZ,(u,v) und dem Norma-
lenvektor 7i(u,v) an diesem Punkt aufgespannt wird, so erhdlt man als Schnittmenge
ein Kurve in dieser Ebene. Diese Kurve hat eine eindeutig bestimmte Kriimmung ¢(¢)
(¢ sei der Winkel zwischen Richtungsvektor und dem Tangentenvektor Z,). Es zeigt
sich, daf die Kriimmung ¢(¢) zwei Extrema hat. Diese liegen bei einem ¢, und bei
Pmaz = Pmin + 5 Die Extrema werden Hauptkrimmungen c; und c,, die Richtungen
dazu Hauptkrimmungsrichtungen genannt. Durch das Vorzeichen von ¢; und ¢, lassen
sich die Flachenpunkte in drei Klassen einteilen 3:

1) c1,c0 > 0 elliptische Flachenpunkte
( e1=c > 0 Nabelpunkte )

2) ¢1 > 0Acy; =0 parabolische Flachenpunkte
( ¢4 =0Acy; =0 Flachpunkte )
3) ¢1 > 0Acy <0 hyperbolische Flichenpunkte oder Sattelpunkte

2Die Tangentenvektoren sind die Ableitungen nach den Parametern.
3Es wird hier angenommen, daf} eine der Hauptkriimmungen positiv ist.
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Im folgenden wird mit Sattel das Gebiet der Sattelpunkte gemeint sein.

Zur Berechnung von ¢; und ¢, gibt es mehrere Méglichkeiten [31] [30]. In dieser Arbeit
werden Formeln verwendet, die aus den Fundamentalformen abgeleitet sind. Dazu
betrachten wir zundchst die Matrix:

G = ( e ) 1. Fundamentalform
Ty T

Aus G erhélt man die Metrik v = y/det(G). Sie beschreibt die realtive Anderung des
Flacheninhaltes am Punkt Z(u,v) bezogen auf den Flacheninhalt dudv im Urbild von
Z(u,v). Im Falle der Monge-Darstellung fallt das Urbild mit der projizierten Flache

zZusamimen.

Kommen wir nun zur zweiten Fundamentalform:

gl ( det(Zu, By, Tuu)  det(Zu, o, Tup)

v\ det(Zy, Zy, Luy) det(fujgc'v)fw)> 2. Fundamentalform

Das Produkt dieser beiden Matrizen? liefert den Kriimmungstensor b:

bt — bz k7 it G—l — 2k — 922 gi12
i = Dikd m () det(G) \ g1z gn

Dieser Tensor hat zwei Invarianten beziiglich von Parametertransformationen:

g11 bas — 912521 —g21 bia + 922511

H = spur(b) = e mittlere Krimmung
Y
1 2 vy 2 U<y Cuy 1 ; uu
= (1+2)z 2utZun (14 2,)2 (Monge-Darstellung)
243
b11b2s — b12b
K = det(d) = szm Gauflsche Kriimmung
Y
Zuulyy — 22
= TM (Monge-Darstellung)
mit v = V911922 — G129 Metrik
= /1 + 22+ 22 (Monge-Darstellung)

(A.3)
Weitere Rechnungen zeigen einen Zusammenhang zwischen den Hauptkrimmungen
¢1,¢; und den Invarianten H und K:

1
H = §(C1 + Cg) K = C1Co (A4:)

Falls Vz <« 0 ist, kann man mit der ebenen N&herung arbeiten. Bei dieser Naherung
vereinfachen sich die Formeln erheblich, da alle 1. Ableitungen vernachlassigbar werden:
H =~ 3(zuw+ 2w)

2
K =~ zyuzy — 25,

(A.5)

4Mit b;; und gr; werden die Elemente von B und G bezeichnet.
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Diese Vereinfachung werden bei den theoretischen Uberlegungen in Kapitel 2 mehrfach
benutzen.

A.3 Satz von Gaufl-Bonnet

Betrachten wir eine Kurve 3(¢) auf einer Flache S. Fiir jeden Punkt der Kurve konnen
wir die Projektion der Kurve in die Tangentialebene an die Flache S in diesem Punkt
betrachten. Diese Projektion ist eine Kurve in der Ebene. Die Kriimmung der Kur-
ve in der Tangentialebene am Berithrungspunkt mit der Flache ist die geoddtische
Krimmung c.

Betrachten wir nun eine einfach zusammenhangende Flache R, die ein Teil einer Flache
S ist. Der Rand der Flache R wird durch eine stiickweise glatte Kurve a(s) gebildet.
Der Einfachheit halber sei o bogenlangenparametrisiert. Die Randkurve « sei auf den
Intervallen [s;_1,s;] ¢ =1,...,k glatt. Die Winkel an den Ecken bei a(s;) seien O;.

Dann gilt:
k

]cg(s)ds n //KdA n iQ’:ZW (A.6)

1=ls

Dieser Zusammenhang ist der Satz von Gauf-Bonnet.
Bei einer Flache in Monge-Darstellung mit rechteckigem Grundgebiet und periodischen
Randbedingungen zerféllt die Kurve « in vier Abschnitte:

81

83 83 84 k
/ cg(s)ds + /cg(s) ds + /cg(s) ds + /cg(s) ds + //KdA + Zg =27
81 83 s3 R =1

80=84

Wegen der Periodizitdt der Fliche und der Orientierung der Kurve heben sich das
erste und dritte und das zweite und vierte Intergral gerade weg, so dafl man erhalt:

/ KdA =0 (A7)



